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Ecoulements en pre´sence de parois compliantes
Une paroi compliante est une paroi suffisamment flexible pour se de´former sous l’action des efforts
exerce´s par un e´coulement. En biome´canique, le terme compliance est un terme consacre´ qui de´signe,
pour les vaisseaux sanguins par exemple, le rapport de la variation de volume du vaisseau et de la va-
riation de pression transmurale (diffe´rence entre la pression inte´rieure et exte´rieure). Dans ce manuscrit,
l’anglicisme « paroi compliante » est utilise´ au sens plus ge´ne´ral de paroi de´formable.
L’histoire de l’e´tude des parois compliantes est riche en rebondissements. Tout a commence´ par l’ob-
servation de la nage des dauphins et les travaux de Kramer, qui a obtenu une re´duction de traıˆne´e im-
portante en traıˆnant dans l’eau une torpille recouverte d’une peau flexible imitant la peau des dauphins.
Depuis ces travaux pionniers, de nombreux chercheurs se sont penche´s sur l’interaction paroi flexible-
e´coulement avec plus ou moins de re´ussite. En effet, la connaissance actuelle de ce sujet complexe s’est
baˆtie sur beaucoup de travaux infructueux.
Il est maintenant ave´re´ que les parois compliantes peuvent avoir une interaction favorable avec cer-
taines configurations d’e´coulements et retarder la transition vers la turbulence, re´duire la traıˆne´e de frot-
tement ou le bruit ge´ne´re´ par les e´coulements. En particulier, les premie`res e´tudes sur le sujet ont montre´
que les ondes de Tollmien-Schlichting, responsables de la transition vers la turbulence dans un milieu fai-
blement perturbe´, e´taient stabilise´es en pre´sence de parois compliantes. Ainsi, l’utilisation de mate´riaux
compliants peut procurer (en the´orie) un moyen simple de controˆle passif ou actif pour de nombreuses
applications dans le domaine de l’inge´nierie navale (l’interaction favorable entre une paroi compliante et
un e´coulement d’air est toujours sujette a` caution).
Cette the`se traite de la stabilite´ d’e´coulements en pre´sence de parois courbes compliantes. Un autre
inte´reˆt de ce type d’e´tudes est qu’il s’agit de l’interaction de deux milieux porteurs d’onde, le fluide et la
paroi de´formable. Or, cette interaction peut ge´ne´rer une varie´te´ d’instabilite´s plus riche que lorsque la pa-
roi est rigide car les perturbations se propageant dans chaque milieu peuvent eˆtre alte´re´es par l’autre mi-
lieu. En particulier, deux instabilite´s peuvent eˆtre ge´ne´re´es au niveau de la paroi par les efforts exerce´s par
l’e´coulement. Ces deux instabilite´s surfaciques, identiques a` celles observe´es en hydro- ou ae´roe´lasticite´,
sont appele´es onde de paroi (en anglais travelling-wave flutter) et instabilite´ de divergence.
INTRODUCTION GE´NE´RALE
Objectif de l’e´tude
L’objectif de la the`se est d’e´tudier l’influence de la compliance des parois sur la stabilite´ de configu-
rations simples soumises a` un me´canisme d’instabilite´ centrifuge. Apre`s les premiers travaux sur l’in-
fluence de la compliance des parois sur la couche limite, de nombreuses autres configurations ont e´te´
conside´re´es. Cependant, comme nous le verrons dans le premier chapitre, les me´canismes d’instabilite´
centrifuge ont rarement e´te´ aborde´s. Notre e´tude constitue donc un premier pas vers la compre´hension
des me´canismes d’interaction entre instabilite´ centrifuge et paroi compliante.
Nous nous inte´ressons dans cette e´tude a` deux configurations d’e´coulement en pre´sence de parois
courbes : l’e´coulement dans un canal aux parois courbes et l’e´coulement de Taylor-Couette entre deux
cylindres coaxiaux lorsque le cylindre inte´rieur est en rotation. Ces configurations sont en effet toutes
deux soumises a` un me´canisme de de´stabilisation centrifuge qui se traduit par l’apparition de tourbillons
contrarotatifs.
Organisation du me´moire
Le premier chapitre de ce rapport est consacre´ a` la litte´rature sur la stabilite´ d’e´coulements en pre´sence
de parois compliantes. L’accent sera mis sur trois points : l’e´volution historique de ces e´tudes depuis
les travaux pionniers, les configurations d’e´coulements les plus e´tudie´es et les diffe´rentes fac¸ons de
mode´liser les parois.
Le deuxie`me chapitre de´veloppe la formulation du proble`me de stabilite´ line´aire pour l’e´tude
d’e´coulements confine´s entre deux parois courbes compliantes. Le comportement du fluide est mode´lise´
par les e´quations de Navier-Stokes. Le comportement des parois compliantes est mode´lise´ en adaptant
pour des parois courbes un mode`le classiquement utilise´ pour des parois planes. Enfin, les conditions
limites ade´quates sont e´crites pour l’interface fluide-solide.
Les troisie`me et quatrie`me chapitres sont consacre´s respectivement a` l’e´tude de la stabilite´ line´aire de
l’e´coulement dans un canal courbe aux parois compliantes et de l’e´coulement de Taylor-Couette entre
deux cylindres aux parois compliantes. On montre que, de manie`re ge´ne´rale, la compliance des parois a
un effet de´stabilisant sur ces e´coulements soumis a` des me´canismes d’instabilite´ centrifuge.
Enfin, le dernier chapitre pre´sente une analyse asymptotique de la stabilite´ de l’e´coulement en canal
courbe dans la limite des perturbations transverses de grande longueur d’onde. Toutefois cette e´tude s’est
re´ve´le´e complexe et ce chapitre ne constitue donc qu’une part de l’analyse comple`te.
Travaux annexes en ae´roacoustique
J’ai pre´pare´ cette the`se a` l’Institut de Me´canique des Fluides de Toulouse (IMFT), dans l’e´quipe
Stabilite´ et Controˆle du groupe Ecoulements Monophasiques Transitionnels et Turbulents (EMT2), sous
la direction de Christophe Airiau et d’Azeddine Kourta.
Avant d’entrer dans le coeur du sujet, j’aimerais dire un mot de la manie`re dont la the`se s’est
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de´roule´e. D’octobre 2004 a` avril 2006, j’ai travaille´ dans le domaine du controˆle optimal des e´coulements
en ae´roacoustique nume´rique. J’ai de´veloppe´ un code de simulation nume´rique directe re´solvant les
e´quations de Navier-Stokes pour l’e´coulement bidimensionnel d’un fluide compressible. Pour capter les
phe´nome`nes acoustiques, le code utilise des techniques associe´es a` l’ae´roacoustique nume´rique telles que
les sche´mas compacts aux diffe´rences finies d’ordre e´leve´ et les conditions limites non re´fle´chissantes.
J’ai valide´ le code pour diffe´rentes configurations d’e´coulements simples (propagation d’une onde acous-
tique en pre´sence d’un e´coulement uniforme, e´coulement de couche limite, e´coulement en canal). J’ai
aussi commence´ l’e´criture du code dit adjoint utilise´ pour le controˆle optimal. Suite au de´marrage du
projet AeroTraNet dans lequel l’IMFT est implique´, Laia Moret Gabarro poursuit mon travail dans le
cadre de sa the`se. L’e´tude sera e´tendue a` un e´coulement de cavite´ et au controˆle du bruit rayonne´ par cet
e´coulement. Notre collaboration sur cette the´matique a donne´ lieu a` une publication (Rona et al., 2008)
en partenariat avec d’autres membres du projet. On trouvera en annexe de ce manuscrit ma contribution
a` cette e´tude : les caracte´ristiques du code ae´roacoustique, quelques cas tests de validation ainsi que
la de´rivation des e´quations adjointes des e´quations de Navier-Stokes ne´cessaires pour la technique de
controˆle optimal.
Nous avons commence´ l’e´tude sur les parois compliantes en avril 2006 en collaboration avec Alessan-
dro Bottaro, professeur a` l’universite´ de Geˆnes, suite a` mon se´jour de trois mois a` Geˆnes dans le cadre du
projet europe´en FLUBIO. Cette collaboration a donne´ lieu a` une publication (Guaus & Bottaro, 2007) et
a permis de de´velopper au sein du groupe EMT2 la the´matique nouvelle des parois compliantes en pers-
pective du controˆle de la stabilite´ d’e´coulements par des actionneurs de parois flexibles. Le fait d’avoir
aborde´ diffe´rents aspects de la me´canique des fluides, de l’e´tude nume´rique ae´roacoustique de´taille´e a`
la the´orie de la stabilite´ pour finir sur des de´veloppements asymptotiques a e´te´ pour moi une expe´rience
extreˆmement enrichissante.
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Chapitre 1
Stabilite´ des e´coulements en pre´sence de
parois compliantes
Ce chapitre est consacre´ a` la litte´rature sur la stabilite´ des e´coulements en pre´sence de parois com-
pliantes. Il sera divise´ en trois parties. Nous verrons d’abord les principales e´tapes de l’histoire de l’e´tude
des e´coulements le long des parois compliantes. Puis nous de´crirons les diffe´rentes formes d’instabilite´s
qui peuvent apparaıˆtre lors de l’interaction fluide/structure. Enfin, une troisie`me partie sera consacre´e
aux diffe´rents mode`les, expe´rimentaux ou the´oriques, permettant de repre´senter une paroi de´formable.
La litte´rature sur les e´coulements en pre´sence de parois compliantes est plutoˆt abondante et nous ne
pre´tendons pas a` l’exhaustivite´. On peut donner l’exemple de Peter W. Carpenter, actuellement a` l’Uni-
versite´ de Warwick, qui a publie´ plus de soixante articles sur le sujet.
1.1 Historique
Cette partie pre´sente brie`vement les principales e´tapes de l’e´tude des parois compliantes a` travers la
revue des travaux fondateurs. Deux the`mes sont principalement traite´s dans cette litte´rature : les insta-
bilite´s le long de parois compliantes et l’interaction entre une paroi compliante et un e´coulement de´ja`
turbulent. La partie 1.2 est consacre´e aux instabilite´s. L’interaction entre une paroi compliante et un
e´coulement turbulent sera aborde´e a` la fin de cette partie (section 1.1.2).
1.1.1 Kramer et les dauphins
Les premie`res e´tudes sur les parois compliantes sont dues a` Kramer (1957, 1960a,b, 1965) et lui furent
inspire´es par les travaux du biologiste Gray (1936) sur la nage des dauphins. Les dauphins peuvent, en
effet, atteindre des vitesses tre`s e´leve´es (supe´rieures a` 7.6 m/s, nombre de Reynolds supe´rieur a` 106), vi-
tesses pour lesquelles l’e´coulement qui les entoure est turbulent et s’accompagne d’une importante force
de traıˆne´e. Or les calculs de Gray ont montre´ que l’e´nergie musculaire des dauphins e´tait insuffisante
STABILITE´ DES E´COULEMENTS EN PRE´SENCE DE PAROIS COMPLIANTES
pour maintenir de telles vitesses en compensant la traıˆne´e turbulente. Cela a amene´ Gray a` supposer que
les dauphins pouvaient par quelque moyen extraordinaire maintenir autour de leur corps un e´coulement
laminaire meˆme pour des vitesses tre`s e´leve´es. La force de traıˆne´e a` compenser est alors beaucoup plus
faible que dans le cas turbulent. Cette hypothe`se est connue sous le nom de ”paradoxe de Gray”.
FIG. 1.1 - Paroi compliante et torpille de Kramer. Toutes les dimensions sont en mm. (a) Section transversale ; (b)
Coupe a` travers les bouts de caoutchouc. (c) Torpille : les re´gions hachure´es sont recouvertes du mate´riau
compliant. (Figure extraite de Carpenter & Garrad (1985) et base´e sur les dessins de Kramer (1960a))
Kramer supposa que cette particularite´ des dauphins e´tait lie´e a` la flexibilite´ de leur peau. Il mena
alors une se´rie d’expe´riences en traıˆnant dans le port de Long Beach en Californie une torpille recou-
verte d’une peau flexible artificielle cense´e imiter la peau des dauphins. La torpille et la peau flexible sont
repre´sente´es sur la figure 1.1 ; la peau flexible en caoutchouc est relie´e a` la base rigide de la torpille par
des morceaux de caoutchouc (cf. aussi §1.3.1 pour une description plus pre´cise de la paroi compliante de
Kramer et de la peau des dauphins). Il obtint ainsi des re´ductions de traıˆne´e allant jusqu’a` 60 % par rap-
port au cas ou` la torpille e´tait rigide. Kramer avait construit sa paroi compliante en ajoutant des poches
de liquide visqueux entre la paroi rigide de la torpille et la peau flexible qui la recouvrait (reproduisant
ainsi une particularite´ de la peau des dauphins). D’apre`s lui, les ondes de Tollmien-Schlichting (ondes
TS) e´taient amorties par un transfert irre´versible d’e´nergie par dissipation dans le liquide visqueux. Ces
ondes, quasi-bidimensionnelles, sont responsables de la transition dans la couche limite lorsque le milieu
est faiblement perturbe´ (Schlichting, 1979). D’apre`s Kramer, la peau particulie`re des dauphins leur per-
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mettrait donc de maintenir autour de leur corps une couche limite laminaire sans de´collement, retardant
ainsi la transition et re´duisant par la` meˆme la traıˆne´e.
Des e´tudes plus re´centes sur la nage des dauphins ont montre´ que le paradoxe de Gray n’e´tait
pas si paradoxal. Dans ses calculs, Gray a a` la fois surestime´ la force de traıˆne´e subie par les dau-
phins et les vitesses qu’ils peuvent atteindre et sous-estime´ leur puissance musculaire (Carpenter et al.,
2000). Reste ne´anmoins que la nage des dauphins (comme de nombreux autres ce´tace´s) ge´ne`re une
traıˆne´e particulie`rement faible. Ont-ils pour autant la capacite´ de retarder la transition ? Les avis des
spe´cialistes diffe`rent toujours. Certains (Bushnell & Moore, 1991) supposent que c’est le fait de respi-
rer pe´riodiquement hors de l’eau qui permet aux dauphins d’atteindre de fortes vitesses ; la traıˆne´e sur
une partie de leur corps diminuant alors d’un facteur 800 (rapport des densite´s de l’eau et de l’air).
D’autres (Fish & Lauder, 2006) pensent finalement que l’e´coulement entourant les dauphins est bien tur-
bulent mais que la flexibilite´ de leur peau leur permet de maintenir la couche limite turbulente attache´e,
re´duisant de ce fait la traıˆne´e. D’autres enfin comme Gad-El-Hak (1996) ou Carpenter et al. (2000)
soutiennent l’hypothe`se de Kramer sur la capacite´ des dauphins a` retarder la transition. Des millions
d’anne´es d’e´volution auraient permis aux dauphins d’optimiser chaque portion de peau pour une gamme
de nombre de Reynolds particulie`re. On sait aussi (Fish & Lauder, 2006) que de nombreux mammife`res
marins utilisent des moyens de controˆle actif, et la se´cre´tion de mucosite´s ou une re´gulation approprie´e
de la tempe´rature ne sont pas a` exclure.
Les re´sultats prometteurs de Kramer suscite`rent une vague d’inte´reˆt pour les parois compliantes
dans la communaute´ scientifique. Les parois compliantes semblaient constituer un moyen simple et peu
couˆteux de controˆle passif pour re´duire la traıˆne´e et retarder la transition dans de nombreuses applica-
tions industrielles. Cependant, la validite´ des expe´riences de Kramer fut rapidement mise en doute. En
effet, toutes les e´tudes the´oriques et expe´rimentales jusqu’au milieu des anne´es 80 ont a` la fois confirme´
et infirme´ les re´sultats de Kramer. Certes, de`s les premiers travaux the´oriques de Benjamin (1960, 1963)
et Landahl (1962), la stabilisation des ondes TS en pre´sence de parois compliantes a bien e´te´ confirme´e.
Leurs e´tudes portaient sur la stabilite´ line´aire de la couche limite le long d’une paroi plane mode´lise´e
comme une membrane e´lastique mince. Ils ont e´galement mis en e´vidence l’apparition dans l’e´coulement
de nouvelles formes d’instabilite´, ge´ne´re´es par la flexibilite´ de la paroi, instabilite´s pouvant e´galement
provoquer la transition et annuler ainsi le profit gagne´ par la stabilisation des ondes TS. (Nous revien-
drons sur ces instabilite´s par la suite.) En revanche, ils ont montre´ que la pre´sence d’amortissement dans
la paroi de´stabilisait les ondes TS, contrairement a` l’hypothe`se avance´e par Kramer pour expliquer ses
re´sultats. D’autre part, toutes les expe´riences tentant de reproduire les re´sultats de Kramer se re´ve´le`rent
infructueuses ; la pre´sence d’une paroi compliante augmentant la traıˆne´e par rapport au cas rigide ou au
mieux ne la modifiant pas. La revue de Bushnell et al. (1977) fournit une description de ces expe´riences
infructueuses.
Il faut attendre les deux articles de Carpenter & Garrad (1985, 1986) pour que les expe´riences de
Kramer soient re´habilite´es. Dans leurs articles, les auteurs proposent pour la premie`re fois un mode`le
the´orique qui reproduit re´ellement la complexite´ de la paroi compliante conc¸ue par Kramer. Dans ce
mode`le, la paroi est constitue´e d’une plaque mince flexible relie´e a` une base rigide par un ensemble
de ressorts (reproduisant l’effet des bouts de caoutchouc) et d’amortisseurs (reproduisant l’effet du
fluide visqueux) (cf. fig.1.2). En utilisant deux approches, l’analyse de stabilite´ line´aire via la re´solution
nume´rique de l’e´quation d’Orr-Sommerfeld et la mode´lisation de l’e´coulement par un e´coulement poten-
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FIG. 1.2 - Mode`le de paroi compliante propose´ par Garrad & Carpenter (1982). La paroi est compose´e d’une
plaque mince flexible relie´e a` une base rigide par un ensemble de ressorts et d’amortisseurs.
tiel, les auteurs montrent qu’il est en the´orie possible de retarder la transition avec une paroi compliante
comme celle de Kramer. Les travaux de Carpenter & Garrad (1985, 1986) furent confirme´s par notam-
ment Yeo (1988) et Sen & Arora (1988) (cf. e´galement Riley et al., 1988; Carpenter, 1990, pour une
revue de´taille´e).
Il manquait encore une preuve expe´rimentale irre´futable de la capacite´ des parois compliantes a` re-
tarder la transition. C’est enfin avec les expe´riences de Gaster (1987), plus rigoureuses que les essais
pre´ce´dents, qu’est confirme´e la stabilisation des ondes TS dans la couche limite sur plaque plane. Le dis-
positif expe´rimental de Gaster est repre´sente´ sur la figure 1.3. Une paroi compliante est inse´re´e sur une
plaque plane. Elle est constitue´e d’une couche de caoutchouc silicone recouverte d’une fine couche de ca-
outchouc latex plus rigide. C’est donc une paroi compliante plus simple que celle de Kramer et diffe´rente
de la peau des dauphins. Les ondes TS sont ge´ne´re´es en amont de la surface compliante. Les taux de crois-
sance expe´rimentaux de l’instabilite´ de Tollmien-Schlichting ont e´te´ retrouve´s par l’analyse the´orique de
Lucey & Carpenter (1995). Ces expe´riences ont aussi fourni une explication pour l’e´chec des expe´riences
ante´rieures. Dans les premie`res expe´riences, l’ide´e e´tait d’utiliser une paroi la plus flexible possible. Or,
Gaster montre que, pour des mate´riaux tre`s flexibles, la transition est initie´e par la croissance rapide d’un
mode qui n’est pas associe´ a` une onde TS mais ge´ne´re´ par l’interaction fluide/paroi.
FIG. 1.3 - Dispositif expe´rimental de Gaster (1987) pour l’e´tude de la stabilite´ de la couche limite sur plaque
plane compliante. Une onde TS de fre´quence fixe´e est ge´ne´re´e en amont de la surface compliante. La figure
contient une repre´sentation d’une onde de paroi (travelling-wave flutter).
16
1.1 Historique
Carpenter & Morris (1990) puis Dixon et al. (1994) ont de´veloppe´ des proce´dures d’optimisation
pour des parois permettant de retarder au maximum la transition dans la couche limite sur plaque plane.
La surface compliante est mode´lise´e comme dans l’expe´rience de Kramer dans la premie`re e´tude et
comme dans l’expe´rience de Gaster dans la deuxie`me e´tude. Le principe est d’utiliser les pre´dictions
the´oriques pour l’apparition des instabilite´s de paroi afin de choisir des surfaces compliantes margina-
lement stables vis-a`-vis de ces instabilite´s pour une vitesse d’e´coulement donne´e. Dans les deux cas, la
paroi compliante optimale permet de retarder la transition jusqu’a` un nombre de Reynolds cinq fois plus
grand que lorsque la paroi est rigide.
Il semble meˆme possible de maintenir inde´finiment un e´coulement laminaire lorsque les ondes TS
sont responsables du me´canisme de transition. Davies & Carpenter (1997a) montrent en effet que la
croissance des ondes TS peut eˆtre comple`tement supprime´e comme l’illustre la figure 1.4 extraite de leur
e´tude sur la stabilite´ line´aire d’un canal plan aux parois compliantes. La figure pre´sente les courbes de
stabilite´ marginale associe´es aux ondes TS pour des parois de plus en plus flexibles. Ces courbes, trace´es
en fonction du nombre de Reynolds R et du nombre d’onde α (inverse de la longueur d’onde longitu-
dinale), se´parent la zone ou` l’e´coulement est instable (inte´rieur de la courbe) de la zone ou` il est stable.
On voit que, lorsque la flexibilite´ des parois augmente (courbes (a) → (c)), la zone d’instabilite´ dimi-
nue jusqu’a` disparaıˆtre comple`tement. Cela a amene´ Carpenter (1993) puis Davies & Carpenter (1997b)
a` proposer pour des configurations pratiques l’utilisation de plusieurs panneaux compliants tre`s courts
inse´re´s sur une paroi rigide. Ces panneaux compliants seraient optimise´s de fac¸on diffe´rente suivante la
configuration locale de l’e´coulement. Des panneaux de la longueur d’une longueur d’onde de Tollmien-
Schlichting suffisent a` supprimer l’instabilite´ (Davies & Carpenter, 1997b). De plus, les panneaux tre`s
courts sont moins vulne´rables aux instabilite´s de paroi.
FIG. 1.4 - Courbes de stabilite´ marginale associe´es a` l’instabilite´ de Tollmien-Schlichting dans un canal plan aux
parois compliantes mode´lise´es comme des plaques minces sur ressorts (figure extraite de Davies & Carpenter,
1997a). R est le nombre de Reynolds et α le nombre d’onde de l’onde TS. La courbe pointille´e correspond au cas
ou` les parois sont rigides. Les courbes en trait plein correspondent a` des parois compliantes de rigidite´ flexurale
(adimensionne´e) (a) B = 24× 107 ; (b) B = 8× 107 ; (c) B = 4× 107. B →∞ correspond au cas ou` les parois
sont rigides. Les autres parame`tres caracte´risant les parois sont K = B/4, m = 2, T = d = 0. (cf. §1.3.2 pour
la de´finition des parame`tres.)
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Re´cemment un certain nombre de simulations nume´riques ont permis d’acque´rir une connaissance
approfondie de l’interaction entre la couche limite et la paroi, notamment l’interaction non-line´aire
(voir par exemple Davies & Carpenter, 1997b; Lucey et al., 1997b; Wiplier & Ehrenstein, 2000;
Davies & Carpenter, 2001; Wang et al., 2005). L’analyse de stabilite´ line´aire modale reste cependant la
pierre angulaire de l’e´tude des parois compliantes. L’inte´reˆt se porte aussi maintenant sur des configura-
tions, plus complexes que celle de la couche limite sur plaque plane, pour lesquelles ce ne sont plus les
ondes TS qui ge´ne`rent la transition (voir la deuxie`me partie de ce chapitre).
1.1.2 Parois compliantes et e´coulements turbulents
Comme annonce´ en introduction de cette partie, la litte´rature traite essentiellement de deux sujets : la
transition (cf. partie suivante) et l’interaction de parois compliantes avec un e´coulement de´ja` turbulent.
La conse´quence sur la traıˆne´e turbulente a longtemps e´te´ difficile a` e´tablir. En effet, l’e´tude the´orique est
plus complexe que dans le cas de la transition ou` les e´tudes de stabilite´s line´aire ou asymptotique sont
disponibles. Restent donc les approches expe´rimentales et nume´riques dont les aspects sont commente´s
dans les revues de Gad-El-Hak (1996, 2002).
Des e´tudes re´centes ont cependant montre´ que l’interaction avec une paroi compliante pouvait dimi-
nuer la traıˆne´e de frottement en re´gime turbulent. Dans les expe´riences de Choi et al. (1997), un corps
de re´volution recouvert de caoutchouc silicone est plonge´ dans un e´coulement en canal turbulent. Les
mesures indiquent une re´duction de frottement parie´tal entraıˆnant une re´duction de traıˆne´e de l’ordre
de 7% ainsi qu’une re´duction de l’ordre de 5% de l’intensite´ turbulente dans la couche limite. L’inten-
site´ du frottement parie´tal et des fluctuations de pression a` la paroi mesure´es imme´diatement en aval du
mate´riau compliant sont e´galement re´duites de 7% et 19% respectivement. Choi et al. (1997) concluent
que les proprie´te´s du mate´riau compliant doivent eˆtre judicieusement choisies pour obtenir une re´duction
de traıˆne´e et Semenov (1991) a montre´ graˆce a` une me´thode d’optimisation semi-empirique que trois
caracte´ristiques sont requises. Premie`rement, il faut e´viter l’apparition d’instabilite´s de paroi (apparition
qui augmenterait la traıˆne´e). Deuxie`mement, la de´formation de la surface doit eˆtre faible par rapport a`
l’e´paisseur de la sous-couche visqueuse. Ces deux conditions imposent d’utiliser un mate´riau relative-
ment rigide. Troisie`mement, la vitesse de de´placement de la paroi doit eˆtre en phase avec les fluctuations
de pression a` la paroi.
L’importance de la troisie`me condition a e´te´ e´galement mise en e´vidence par les travaux nume´riques
de Xu et al. (2003) puis de Fukagata et al. (2007). Ces deux e´tudes traitent de la simulation nume´rique de
l’e´coulement turbulent dans un canal aux parois compliantes. Dans la premie`re e´tude, aucune re´duction
de traıˆne´e n’est observe´e alors que dans la deuxie`me e´tude, une re´duction de traıˆne´e de 8% est obtenue
par rapport au cas rigide. La diffe´rence re´side dans la mode´lisation de la paroi compliante. Dans l’e´tude
de Xu et al. (2003), le mouvement de la paroi est uniquement normal (les forces de cisaillement sont
ne´glige´es) et uniquement ge´ne´re´ par les fluctuations de pression a` la paroi (les contraintes visqueuses
normales sont ne´glige´es). Dans ce cas, Xu et al. (2003) montrent que la fluctuation de pression et la
de´formation de la paroi ne sont jamais en phase et que la troisie`me condition de Semenov (1991) n’est
pas ve´rifie´e. Forts de ces re´sultats, Fukagata et al. (2007) concluent qu’une autre force que la pression
est ne´cessaire pour obtenir un de´placement de paroi susceptible de re´duire la traıˆne´e. Ils proposent un
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mode`le anisotrope ou` le de´placement de la paroi bidimensionnel est ge´ne´re´ a` la fois par les fluctuations
de pression et les forces de cisaillement (cf. e´galement 1.3.2). Ils obtiennent bien ainsi une re´duction de
traıˆne´e qui est due a` une diminution des tensions de Reynolds pre`s de la paroi, diminution provoque´e par
un mouvement ade´quat de la surface compliante.
1.2 Description des instabilite´s dans les e´coulements le long de parois
compliantes
Dans cette partie, nous nous inte´ressons aux e´tudes consacre´es a` l’influence de la compliance des
parois sur la transition. Nous allons de´tailler les caracte´ristiques des diffe´rentes instabilite´s qui appa-
raissent dans un e´coulement le long de parois compliantes. Une paroi compliante est au meˆme titre que
le fluide un milieu porteur d’ondes et les instabilite´s qui peuvent re´sulter de l’interaction fluide/paroi sont
nombreuses. Aux instabilite´s de´ja` pre´sentes dans le fluide lorsque les parois sont rigides s’ajoutent deux
nouvelles formes d’instabilite´ autorise´es par la flexibilite´ de la paroi que nous appellerons onde de paroi
(en anglais travelling wave flutter) et instabilite´ de divergence. Ces deux instabilite´s sont analogues aux
instabilite´s de flottement et de divergence observe´es en hydro- et ae´roe´lasticite´. De plus, les instabilite´s
ge´ne´re´es par le fluide et la paroi peuvent interagir pour former de nouveaux modes instables.
Nous se´parerons les instabilite´s d’origine fluide c’est-a`-dire pre´sentes e´galement pour des parois
rigides et les instabilite´s d’origine compliante c’est-a`-dire dues a` la flexibilite´ des parois. En ce qui
concerne les instabilite´s d’origine fluide, beaucoup d’e´tudes ont e´te´ consacre´es aux ondes TS dans la
couche limite. Mais des e´tudes plus re´centes se sont penche´es sur des configurations diffe´rentes ou`
d’autres types d’instabilite´ peuvent provoquer la transition. Nous re´sumons ici quelques-uns de ces
travaux et notamment ceux consacre´s aux e´coulements en pre´sence de parois courbes. Les instabilite´s
d’origine compliante ont des caracte´ristiques semblables quelle que soit la configuration e´tudie´e. C’est
pourquoi nous consacrons une section particulie`re au re´sume´ de leurs particularite´s. Le lecteur pourra
e´galement consulter la revue de Carpenter et al. (2000) par exemple.
Dans la description qui va suivre, nous aurons besoin de faire la distinction entre instabilite´s convec-
tives et absolues. Une instabilite´ convective est une instabilite´ qui est entraıˆne´e en amont ou en aval de
son point d’excitation. Cela veut dire que l’e´coulement retourne a` son e´tat initial en tout point a` t→ ∞
(cf. fig 1.5). Une instabilite´ absolue se propage a` la fois en amont et en aval de son point d’excitation
jusqu’a` contaminer l’ensemble de l’e´coulement. En ce qui concerne la transition vers la turbulence, c’est
donc une instabilite´ plus dangereuse dans la mesure ou` on ne peut espe´rer retarder la transition une fois
l’instabilite´ apparue. On pourra consulter par exemple Huerre & Monkewitz (1990) pour plus de de´tails
sur la nature convective ou absolue des instabilite´s.
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FIG. 1.5 - Repre´sentation des instabilite´s convective et absolue. (a) Diagramme spatio-temporel d’une
perturbation convectivement instable et (b) diagramme spatio-temporel d’une perturbation absolument instable.
1.2.1 Instabilite´s d’origine fluide
Ecoulement bidimensionnel en canal plan ou en couche limite plane sans gradient de pression
(Stabilite´ des ondes de Tollmien-Schlichting)
Les instabilite´s qui se de´veloppent dans les e´coulements en pre´sence de parois rigides existent
e´galement sous forme modifie´e lorsque les parois sont compliantes. L’essentiel de la litte´rature sur les
parois compliantes traite de la stabilite´ de perturbations bidimensionnelles dans la couche limite de
Blasius sur paroi plane sous l’hypothe`se d’un e´coulement localement paralle`le. Un certain nombre de
travaux traitent e´galement le cas plus simple du canal plan en configuration bidimensionnelle.
L’effet stabilisant de la compliance des parois sur l’instabilite´ visqueuse des ondes TS a e´te´ largement
de´montre´ (en particulier Carpenter & Garrad, 1985, 1986; Yeo, 1988; Sen & Arora, 1988; Yeo, 1990;
Carpenter, 1990; Carpenter & Morris, 1990; Joslin et al., 1991; Joslin & Morris, 1992; Carpenter, 1993;
Dixon et al., 1994). La flexibilite´ des parois modifie favorablement la structure de la sous-couche
visqueuse en proche paroi dans laquelle l’instabilite´ est ge´ne´re´e. La de´formation de la paroi provoque
une diminution du taux de production de l’e´nergie cine´tique de la perturbation (via les contraintes
de Reynolds) et une augmentation de la dissipation visqueuse. Le bilan d’e´nergie cine´tique est donc
modifie´ en faveur d’une suppression de l’onde. L’analyse de stabilite´ line´aire pour le canal plan de
longueur infinie montre que, pour des parois suffisamment flexibles, l’instabilite´ des ondes TS peut eˆtre
comple´tement e´limine´e (Davies & Carpenter, 1997a; Carpenter et al., 2000). Il a e´te´ e´galement montre´
(Benjamin, 1960; Carpenter & Garrad, 1985) que la dissipation d’e´nergie par pertes viscoe´lastiques dans
la paroi a un effet (le´ge`rement) de´stabilisant sur les ondes TS.
La stabilisation des ondes TS permet donc en the´orie de retarder la transition dans des configurations
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simples ou` le milieu ambiant est faiblement perturbe´. Il existe un bon accord entre la the´orie line´aire
et les expe´riences pour un e´coulement d’eau (Lucey & Carpenter, 1995). En revanche, les expe´riences
en soufflerie de Lee et al. (1995) qui concluent a` l’effet stabilisant de la compliance sur les ondes TS
dans un e´coulement d’air ne sont pas confirme´es par la the´orie. L’analyse line´aire de Carpenter (1998)
montre en effet qu’il faut que la paroi et le fluide aient des masses volumiques voisines pour observer un
effet de la compliance sur la stabilite´ des ondes TS, ce qui est bien le cas pour l’eau mais pas pour l’air.
Carpenter (1998) conclut donc que les re´sultats favorables de Lee et al. (1995) sont dus soit a` un artefact
de la me´thode expe´rimentale, soit a` une interaction compliance/e´coulement d’air encore incomprise.
En pre´sence de parois compliantes, il est possible que les ondes TS tridimensionnelles croissent plus
rapidement que les modes bidimensionnels (Joslin et al., 1991; Yeo, 1992). Cependant, l’analyse line´aire
montre qu’un choix judicieux des parame`tres des parois permet encore une stabilisation de ces modes
tridimensionnels et un retard de la transition. Yeo (1994) a aussi pris en compte les effets non paralle`les
dus a` la croissance de la couche limite sur la stabilite´ line´aire. Il conclut a` un effet de´stabilisant sur
l’ensemble des instabilite´s pour les faibles nombres de Reynolds en particulier pour les ondes dues a`
la paroi dont le taux de croissance serait sous-estime´ par l’analyse line´aire. De meˆme, la simulation
nume´rique d’une couche limite de Blasius en pre´sence d’ondes TS non line´aires montre que l’hypothe`se
d’e´coulement paralle`le n’est plus valable pour des parois tre`s flexibles (Ehrenstein & Rossi, 1996).
Un certain nombre d’e´tudes, plus re´centes, se sont penche´es sur l’influence des non-line´arite´s sur
la stabilite´ de l’e´coulement (entre autres Lucey et al., 1997b; Wiplier & Ehrenstein, 2000). L’e´tude de
Wiplier & Ehrenstein (2000) confirme les re´sultats de Yeo (1994) sur l’influence de´stabilisante des ef-
fets non paralle`les dans la couche limite. Joslin & Morris (1992) montrent que le taux de croissance de
l’instabilite´ secondaire a` laquelle sont soumises les ondes TS peut eˆtre conside´rablement re´duit par la
compliance des parois.
Ecoulement au-dessus d’un disque tournant
Un certain nombre d’e´tudes traite des effets tridimensionnels dans la couche limite, effets pou-
vant provoquer l’apparition de nouvelles instabilite´s. C’est le cas de l’instabilite´ des « tourbillons
d’e´coulement transverse » (crossflow vortices) qui se de´veloppe pre`s du bord d’attaque d’une aile en
fle`che. Ces tourbillons apparaissent e´galement dans l’e´coulement qui se forme au-dessus d’un disque en
rotation, e´coulement classiquement utilise´ pour mode´liser la couche limite tridimensionnelle. L’article de
Carpenter & Thomas (2007) propose une revue de l’e´tude the´orique et expe´rimentale des e´coulements
sur disque tournant lorsqu’un anneau compliant est inse´re´ dans le disque rigide ; les re´sultats sont
inte´ressants dans la mesure ou` l’influence sur la stabilite´ de l’e´coulement est moins « e´vidente » que
pour les ondes TS.
La stabilite´ de l’e´coulement - assez complexe - sur disque tournant rigide a e´te´ largement e´tudie´e (voir
Reed & Saric, 1989, par exemple). Au moins trois types d’instabilite´ sont pre´dits par l’analyse line´aire.
La principale est l’instabilite´ « crossflow » mentionne´e pre´ce´demment (appele´e instabilite´ de type I),
d’origine non visqueuse, dont la croissance peut en pratique provoquer la transition. Il existe e´galement
une instabilite´ d’origine visqueuse (appele´e instabilite´ de type II) qui apparaıˆt pour des nombres de Rey-
nolds plus e´leve´s que l’instabilite´ « crossflow ». Son roˆle dans le processus de transition n’est toujours
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FIG. 1.6 - Courbes neutres associe´es a` des perturbations stationnaires au-dessus de disques rigides ou
compliants dans le plan (Re, β). Re est le nombre de Reynolds et β le nombre d’onde azimutal. L’instabilite´ de
type I est stabilise´e lorsque la compliance des parois augmente (lorsque la vitesse de rotation du disque Ω
augmente). L’instabilite´ de type II est de´stabilise´e pour les faibles niveaux de compliance et stabilise´e lorsque la
compliance augmente. D’apre`s Cooper & Carpenter (1997b).
pas bien connu mais son existence a e´te´ prouve´e expe´rimentalement. Il existe un troisie`me type d’insta-
bilite´ (type III) qui peut coalescer avec les tourbillons pour donner une instabilite´ absolue (Lingwood,
1995).
Les re´sultats de l’analyse de stabilite´ line´aire sont pre´sente´s sur la figure 1.6 pour les instabilite´s de
type I et II (Cooper & Carpenter, 1997b). Les perturbations de type I sont stabilise´es lorsque la flexibi-
lite´ de la paroi augmente (lorsque la vitesse de rotation du disque Ω augmente). Le comportement du
mode visqueux de type II est plus complexe : il est de´stabilise´ lorsque le mate´riau est peu flexible mais
est stabilise´ et finit par disparaıˆtre lorsque l’on augmente la flexibilite´ de la paroi. Ces re´sultats ont e´te´
confirme´s expe´rimentalement (Colley et al., 1999, 2006). L’instabilite´ absolue qui re´sulte de la coales-
cence des modes I et III peut eˆtre e´limine´e pour de faibles niveaux de compliance (Cooper & Carpenter,
1997c).
Ecoulements le long de parois courbes
Il existe peu d’e´tudes sur l’influence de la compliance sur des e´coulements en pre´sence de parois
courbes. Quelques travaux traitent le cas de la couche limite sur paroi concave. Cet e´coulement est
soumis a` un me´canisme d’instabilite´ centrifuge sous la forme de tourbillons contrarotatifs aligne´s avec
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l’e´coulement, appele´s tourbillons de Go¨rtler. Les expe´riences de Yurchenko & Babenko (1987), re´alise´es
dans un canal courbe, laissent penser que les tourbillons qui apparaissent le long de la paroi concave
recouverte de caoutchouc poreux sont stabilise´s par rapport au cas ou` la paroi est rigide. La the´orie
asymptotique de´veloppe´e par Denier & Hall (1991) dans la limite des grands nombres de Go¨rtler et
des petites longueurs d’onde confirme qualitativement ces re´sultats expe´rimentaux car les tourbillons de
Go¨rtler les plus instables, confine´s dans une zone de proche paroi, sont stabilise´s lorsque la paroi est
mode´lise´e par une membrane. L’effet stabilisant obtenu est cependant tre`s faible. De plus, l’e´tude de
Denier & Hall (1991) ne s’inte´resse qu’aux tourbillons et pas aux modes e´ventuellement excite´s par la
paroi.
Il existe e´galement a` notre connaissance deux travaux traitant de l’e´coulement de Taylor-Couette
lorsque le cylindre inte´rieur rigide est en rotation et le cylindre exte´rieur flexible au repos. L’e´tude
de Koga & Nagata (cite´e dans le livre de Carpenter & Pedley, 2003) traite de la stabilite´ line´aire de
l’e´coulement pour un mode`le sur ressorts adapte´ a` des parois courbes. En pre´sence de parois rigides,
cet e´coulement est e´galement soumis a` un me´canisme d’instabilite´ centrifuge faisant apparaıˆtre un em-
pilement de tourbillons de Taylor contrarotatifs. Pour tous les jeux de parame`tres de parois conside´re´s,
aucun retard n’est obtenu pour l’apparition de ces tourbillons. La compliance des parois augmente meˆme
la gamme de parame`tres pour lesquels l’instabilite´ est observe´e. De plus, pour des parois tre`s flexibles, ce
ne sont plus les tourbillons axisyme´triques qui de´terminent la transition comme dans le cas rigide mais
des modes non axisyme´triques pre´dominent. Kempf & McHugh (1996) ont fait une analyse similaire
et arrivent a` la meˆme conclusion. Ils mettent en plus en e´vidence la pre´sence d’ondes de paroi d’au-
tant plus instables que la flexibilite´ des parois augmente. Notons que ces travaux ont donne´ lieu a` des
communications en congre`s mais a` aucune publication.
Quelques instabilite´s d’origine non visqueuse
Cooper & Carpenter (1997a) se sont inte´resse´s a` l’e´coulement d’une couche limite soumise a` un gra-
dient de pression adverse en pre´sence d’un point d’inflexion dans le profil de vitesse. Cet e´coulement
est soumis a` une instabilite´ non visqueuse ge´ne´re´e par la pre´sence du point d’inflexion. L’e´coulement
est mode´lise´ par un profil de Falkner-Skan. L’analyse de stabilite´ line´aire montre une diminution de
50% du taux de croissance de l’instabilite´ par rapport au cas ou` les parois sont rigides. D’apre`s le bi-
lan e´nerge´tique, la pre´sence de parois compliantes impose une re´duction substantielle de la production
d’e´nergie par les contraintes de Reynolds. Le travail de la fluctuation de pression a` la paroi (nul lorsque
les parois sont rigides) provoque une diminution supple´mentaire de l’e´nergie de la perturbation.
Nous pouvons aussi citer l’e´tude de Levinski et al. (2001) sur l’effet de la compliance sur la stabilite´
line´aire d’un jet bidimensionnel tangentiel a` la paroi. L’e´coulement est alors constitue´ de deux re´gions,
une couche limite interne et une re´gion externe semblable a` une couche de me´lange. En plus de l’insta-
bilite´ visqueuse qui peut se de´velopper dans la couche limite, peut e´galement apparaıˆtre une instabilite´
non visqueuse lie´e au point d’inflexion de la couche de cisaillement. Levinski et al. (2001) e´tudient la
stabilite´ de l’e´coulement lorsque seule l’instabilite´ non visqueuse est pre´sente, pour une paroi mode´lise´e
comme une membrane sur ressorts. La compliance des parois ge´ne`re un nouveau mode d’instabilite´. Un
choix judicieux de parame`tres permet une stabilisation a` la fois du mode non visqueux et du mode de
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FIG. 1.7 - Echange entre le mode visqueux (trait plein) et le mode de paroi (trait pointille´) dans l’e´coulement
bidimensionnel de jet de paroi pour une paroi compliante mode´lise´e comme une membrane sur ressort. Evolution
du taux de croissance de l’instabilite´ (gauche) et de la vitesse de phase correspondante (droite) pour des parois
de masses m diffe´rentes en fonction de c0 =
√
T/m. T repre´sente la tension longitudinale par unite´ de longueur
applique´e a` la paroi. Le nombre de Reynolds base´ sur l’e´paisseur du jet est fixe´ a` Re = 150 et le nombre d’onde
de l’instabilite´ est α = 1.5. D’apre`s Levinski et al. (2001).
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paroi. De plus, comme le montre la figure 1.7, l’e´tude met en e´vidence un e´change entre le mode non vis-
queux (trait plein) et le mode de paroi (trait pointille´) pour certains parame`tres de paroi. Un phe´nome`ne
similaire a e´te´ observe´ pour les deux e´coulements e´tudie´s dans ce manuscrit.
1.2.2 Instabilite´s d’origine compliante
Ondes de paroi
Les ondes de paroi sont similaires aux ondes se propageant a` la surface de l’eau (Benjamin, 1959).
En l’absence d’e´coulement, des ondes, dites ondes de surface libre, apparaissent lorsque la paroi est
soumise a` une excitation. En pre´sence d’un e´coulement, ces ondes se propagent a` une vitesse proche de
celle des ondes de surface libre et deviennent instables au-dela` d’un certain seuil de flexibilite´. Il s’agit
d’une instabilite´ de type convectif qui est maintenant bien connue, en particulier pour la couche limite,
et son apparition peut eˆtre correctement pre´dite the´oriquement depuis les travaux de Carpenter & Garrad
(1985) et Yeo (1988) notamment. La figure 1.8, issue des travaux de Lucey & Carpenter (1995), pre´sente
les courbes de stabilite´ marginale associe´es aux ondes TS et aux ondes de paroi pour une couche limite
sur plaque plane. Les ondes TS sont instables pour une large gamme de fre´quences et croissent puis
de´croissent lorsqu’elles se propagent. Les ondes de paroi, au contraire, sont instables uniquement pour
une faible gamme de fre´quences. Mais leur zone d’instabilite´ s’e´tend inde´finiment lorsque le nombre de
Reynolds augmente. Comme le nombre de Reynolds augmente avec la position dans la couche limite,
cela veut dire qu’une fois apparue, l’instabilite´ continue a` croıˆtre inde´finiment lorsqu’elle se propage. Il
s’agit donc d’une instabilite´ plus dangereuse que les ondes TS.
Benjamin (1959, 1963) a montre´ que c’e´tait le cisaillement a` la paroi qui de´stabilisait les ondes
de paroi. Comme explique´ par Carpenter et al. (2000), si l’e´coulement e´tait potentiel, la fluctuation de
pression et la vitesse normale de de´placement de la paroi seraient exactement en opposition de phase
et il n’y aurait pas de transfert d’e´nergie entre la paroi et le fluide et donc pas de de´stabilisation des
ondes. C’est la pre´sence d’une couche de cisaillement qui provoque un de´phasage entre la perturbation
de pression et le de´placement de la paroi permettant un transfert irre´versible d’e´nergie du fluide a` la
paroi. Il s’agit donc d’une instabilite´ d’origine non visqueuse (meˆme si c’est la viscosite´ qui ge´ne`re la
couche de cisaillement).
La figure 1.9 pre´sente le re´sultat de la simulation nume´rique d’une onde de paroi se propageant dans
une couche limite sur un panneau compliant mode´lise´ comme une plaque sur ressorts (Lucey et al.,
1998). L’instabilite´ est ge´ne´re´e en cre´ant a` l’instant initial une perturbation au bord amont du panneau
compliant. Le trace´ de rayons illustre bien la nature convective de l’onde de paroi, deux paquets d’onde
se propageant se´pare´ment. A des temps plus e´loigne´s, c’est le paquet d’ondes de droite qui pre´domine
(bien que son amplitude sur la figure soit plus faible).
Les ondes de paroi sont stabilise´es lorsque le syste`me fluide-solide perd de l’e´nergie, c’est-a`-dire
lorsque de l’e´nergie est dissipe´e par pertes viscoe´lastiques dans la paroi (Landahl, 1962; Benjamin,
1963). La stabilite´ des ondes de paroi est tre`s sensible a` ces pertes par amortissement dans la pa-
roi et le roˆle du fluide visqueux dans la paroi de Kramer semble avoir e´te´ d’amortir ces ondes
(Carpenter & Garrad, 1985, et non les ondes TS comme le pensait Kramer).
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FIG. 1.8 - Courbes de stabilite´ marginale pour les ondes TS et les ondes de paroi (travelling-wave flutter) pour le
cas de la couche limite sur plaque plane. La paroi est mode´lise´e comme dans les expe´riences de Gaster (1987).
(D’apre`s Lucey & Carpenter (1995).)
FIG. 1.9 - Profils de de´placement de la paroi obtenus par simulation nume´rique d’une onde de paroi ge´ne´re´e pre`s
du bord amont d’un court panneau compliant. L’e´coulement est dirige´ vers la droite. (D’apre`s Lucey et al.
(1998).)
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FIG. 1.10 - Plis de forme sinusoı¨dale apparaissant sur le ventre du delphinidae pendant la nage rapide. Photo
extraite de Aleyev (1977)
Instabilite´ de divergence
L’instabilite´ de divergence a e´te´ observe´e sur le ventre des dauphins comme on peut le voir sur la
figure 1.10. Ses caracte´ristiques ont longtemps e´te´ difficiles a` de´terminer bien que son apparition puisse
eˆtre explique´e assez simplement (Carpenter et al., 2000). Supposons qu’une bosse se forme a` la surface
de la paroi compliante. Le passage de l’e´coulement au-dessus de cette bosse s’accompagne alors d’une
de´pression qui ge´ne`re une force de succion. Si l’on augmente la vitesse de l’e´coulement, cette force de
succion augmente et, au-dela` d’une vitesse critique, n’est plus compense´e par les forces de restructura-
tions de la paroi et la bosse s’amplifie. Se forment alors a` la surface de la paroi une se´rie de rides, visibles
a` l’oeil nu (contrairement aux ondes de paroi), qui s’apparentent a` un effet de rugosite´ et provoquent donc
rapidement la transition. Dans les expe´riences de Gad–el–Hak et al. (1984), l’instabilite´ prend la forme
d’une onde non sinusoı¨dale asyme´trique, avec une alternance de pics tre`s marque´s et de creux peu pro-
fonds. Lucey et al. (1997b) ont montre´ qu’il e´tait ne´cessaire de prendre en compte les effets non line´aires
a` la fois dans le fluide et la paroi pour expliquer cette forme particulie`re.
L’approche la plus courante pour de´terminer le seuil d’apparition de l’instabilite´ a e´te´ d’utiliser la
the´orie potentielle (entre autres Duncan et al., 1985; Carpenter & Garrad, 1986). Mais les conclusions
ne concordent pas quantitativement avec les re´sultats expe´rimentaux. En effet, Lucey et al. (1997a) ont
montre´ que la couche limite, absente de la the´orie potentielle, re´duisait conside´rablement les fluctua-
tions de pression en proche paroi. Le seuil d’apparition pre´dit par la the´orie potentielle serait donc
sure´value´ : il est possible d’utiliser des parois plus flexibles que celles pre´dites par la the´orie potentielle
sans ge´ne´rer d’instabilite´ de divergence. D’autre part, Gad–el–Hak et al. (1984) observent l’instabilite´
de divergence uniquement lorsque l’e´coulement est turbulent. La figure 1.11 pre´sente les rides observe´es
dans l’expe´rience dans la zone ou` la couche limite est turbulente. L’explication se trouve e´galement dans
l’article de Lucey et al. (1997a). Leurs simulations montrent en effet que le seuil d’apparition de l’insta-
bilite´ de´pend du gradient de vitesse a` la paroi. Plus ce gradient est fort, plus l’instabilite´ apparaıˆt pour de
faibles vitesses. Le gradient de vitesse parie´tal est, a` vitesse e´gale, plus important dans une couche limite
turbulente que dans une couche limite laminaire. Cela expliquerait donc les re´sultats expe´rimentaux (cf.
aussi Yeo et al., 1996).
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FIG. 1.11 - Instabilite´ de divergence observe´e sur un mate´riau viscoe´lastique homoge`ne dans la zone turbulente
ge´ne´re´e par un e´le´ment de rugosite´. Partout ailleurs la couche limite est laminaire. L’e´coulement est dirige´ vers
la droite. (Figure extraite de Gad–el–Hak et al. (1984).)
Graˆce a` la the´orie potentielle, Carpenter & Garrad (1986) ont montre´ que la vitesse de groupe de
l’instabilite´ e´tait nulle a` son seuil d’apparition et qu’il s’agissait donc d’une instabilite´ de type absolue.
Ce comportement est illustre´ sur la figure 1.12 qui pre´sente le re´sultat de la simulation nume´rique d’un
panneau compliant soumis a` une instabilite´ de divergence ge´ne´re´e a` l’instant initial par une aspe´rite´
(Lucey et al., 1998). Le paquet d’ondes se propage de part et d’autre du point ou` l’instabilite´ est cre´e´e,
ce qui est caracte´ristique d’une instabilite´ absolue (a` comparer avec la figure 1.9 pour les ondes de paroi).
Au-dela` de son seuil d’apparition, l’instabilite´ se propage en aval a` une vitesse tre`s faible par rapport a`
celle de l’e´coulement.
Le roˆle joue´ par la dissipation d’e´nergie dans la paroi est longtemps reste´ inde´termine´. En effet, aussi
bien les re´sultats expe´rimentaux (Gad–el–Hak et al., 1984; Gad–el–Hak, 1986) que the´oriques (Landahl,
1962; Duncan et al., 1985; Carpenter & Garrad, 1986) menaient a` la conclusion que la pre´sence d’amor-
tissement e´tait ne´cessaire a` l’apparition de l’instabilite´, ce qui allait a` l’encontre du fait que l’instabilite´
e´tait absolue et donc insensible aux transferts irre´versibles d’e´nergie. On pourra se reporter aux articles
de Lucey & Carpenter (1992) ou Lucey et al. (1997b) pour une discussion sur le sujet. Il semble mainte-
nant ave´re´ que la dissipation n’intervient pas dans l’apparition de l’instabilite´ mais intervient de manie`re
secondaire dans son de´veloppement dans la mesure ou` elle re´duit son taux de croissance une fois l’insta-
bilite´ apparue.
Lucey & Carpenter (1992) notent cependant que, si l’on fait l’hypothe`se simplificatrice d’une paroi
d’extension infinie, la dissipation joue un roˆle de´stabilisant essentiel car elle brise l’e´quilibre entre forces
de pression de´stabilisantes et forces de restructuration stabilisantes. Un roˆle e´quivalent est joue´ par les
conditions de bord a` la frontie`re paroi rigide - paroi compliante lorsque la paroi compliante est de lon-
gueur finie — meˆme tre`s grande. Lorsque la paroi est de longueur finie, la dissipation joue bien un roˆle
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FIG. 1.12 - Simulation nume´rique de l’instabilite´ de divergence. (a) : e´volution spatio-temporelle ; (b) profils du
de´placement de la paroi a` des instants successifs. L’e´coulement est dirige´ vers la droite. (D’apre`s Lucey et al.
(1998).)
secondaire. Ces subtilite´s expliquent les mauvaises interpre´tations que l’on a pu faire de l’influence de la
dissipation.
Mode transitionnel
Les ondes TS et les ondes de paroi re´agissent de manie`re oppose´e aux pertes irre´versibles d’e´nergie :
les ondes TS sont stabilise´es et les ondes de paroi de´stabilise´es. Pour des parois tre`s flexibles, ces deux
ondes peuvent coalescer pour former une instabilite´ de type absolue, indiffe´rente une fois apparue aux
transferts irre´versibles d’e´nergie. Le mode de coalescence a e´te´ baptise´ mode transitionnel (”transi-
tional mode”) par Sen & Arora (1988). Il apparaıˆt pour de forts niveaux de dissipation dans la paroi
(Carpenter & Garrad, 1985). Il est en pratique difficile de diffe´rencier l’instabilite´ de divergence et le
mode de coalescence.
1.2.3 Diffe´rentes classifications
Pour l’e´coulement de couche limite sur plaque plane, trois classifications existent pour cataloguer
les diffe´rentes instabilite´s. Elles ont toutes leur inte´reˆt car elles mettent en valeur des caracte´ristiques
diffe´rentes des modes instables. Ces classifications sont sche´matise´es sur la figure 1.13. La plus simple
est celle de Carpenter & Garrad (1985, 1986) qui se´pare les instabilite´s ge´ne´re´es par le fluide et celles
ge´ne´re´es par la paroi (flow-induced surface instabilities en anglais). Le proble`me est que le mode de
coalescence n’entre dans aucune de ces deux cate´gories. La classification de Benjamin (1960) propose
trois classes A, B et C suivant la re´ponse des instabilite´s aux transferts irre´versibles d’e´nergie a` travers
la paroi, c’est-a`-dire suivant que la perturbation est stabilise´e ou de´stabilise´e par les pertes d’e´nergie
par dissipation dans la paroi. Les instabilite´s de classe A sont de´stabilise´es par la dissipation d’e´nergie
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dans la paroi. Les ondes TS appartiennent donc a` cette cate´gorie. Les instabilite´s de classe B sont au
contraire stabilise´es par la dissipation d’e´nergie dans la paroi. Les ondes de paroi appartiennent a` cette
cate´gorie. Enfin, les instabilite´s de classe C sont globalement inaffecte´es par les transferts irre´versibles
d’e´nergie. La cate´gorie C comprend l’instabilite´ de divergence et le mode de coalescence. Enfin, la
troisie`me classification (Huerre & Monkewitz, 1990) diffe´rencie les instabilite´s convectives (classes A et
B) et absolues (classe C).
Instabilite´s fluide-solide
Instabilite´s
d’origine solide
Instabilite´s
d’origine fluide
Ondes TS
(classe A)
(convective)
Instabilite´
de divergence
(classe C)
(absolue)
Mode
transitionnel
(classe C)
(absolue)
Onde de paroi
(classe B)
(convective)
coalescence
FIG. 1.13 - Les trois classifications des instabilite´s pour la couche limite sur paroi compliante. (d’apre`s la figure
1 de Gad-El-Hak (1996))
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1.3 Mode´lisation des parois compliantes
Cette partie a pour but de re´pertorier les principaux mate´riaux utilise´s dans les expe´riences pour
construire des parois compliantes ainsi que les principaux mode`les the´oriques permettant de les
repre´senter.
1.3.1 Mode´lisation expe´rimentale
Comme explique´ dans la partie 1.1.1, la premie`re paroi compliante a e´te´ conc¸ue par Kramer (1957).
Elle est sche´matise´e sur la figure 1.15(a). Une base rigide recouverte d’une couche flexible interne est
relie´e a` une couche flexible externe relativement e´paisse par un ensemble de morceaux de caoutchouc.
Seule la couche externe est donc en contact avec l’e´coulement. Les couches interne et externe sont
e´galement en caoutchouc naturel. L’espace entre les couches interne et externe est rempli d’huile de
silicone tre`s visqueuse. Kramer a conc¸u sa paroi apre`s un examen soigneux des proprie´te´s de la peau
des dauphins. La figure 1.14 issue de l’article de Carpenter et al. (2000) pre´sente une vue sche´matique
des principales caracte´ristiques de l’e´piderme et de la couche dermique supe´rieure des dauphins. L’ef-
fet hydrodynamique des rides cutane´es a` la surface est inconnu. La couche e´pidermique supe´rieure est
assez dense et agit comme une membrane e´lastique transmettant toutes les fluctuations de pression a` la
couche sous-jacente de l’e´piderme. Cette couche infe´rieure de l’e´piderme et les papilles dermiques sont
compose´es de tissus plus ae´re´s et plus hydrate´s et notamment de cellules grasses. L’angle forme´ par les
papilles dermiques avec la verticale varie de 10 a` 80 degre´s le long du corps du dauphin. D’apre`s les
calculs de Carpenter et al. (2000), la peau des dauphins serait optimise´e pour conserver un e´coulement
laminaire pour des vitesses de l’ordre de 9 m/s. La paroi de Kramer pre´sente donc des ressemblances
certaines avec la peau des dauphins, notamment le fluide visqueux dont le roˆle est de reproduire l’effet
des cellules grasses.
S’inspirant des travaux de Kramer, Grosskreutz (1975) propose un mode`le de paroi tre`s semblable
mais aux proprie´te´s anisotropes. L’ide´e de Grosskreutz e´tait de construire une paroi qui se de´placerait de
manie`re a` produire des tensions de Reynolds (−ρu′v′) ne´gatives a` la paroi afin de diminuer le frottement
parie´tal. C’est pourquoi, dans son mode`le, les morceaux de caoutchouc sont incline´s a` 45 degre´s par
rapport a` la direction de l’e´coulement (cf. fig 1.15(e)). Du fait de la rigidite´ accrue de la paroi dans la
direction des morceaux de caoutchouc, la surface ne se de´place plus horizontalement et verticalement
mais suivant une direction privile´gie´e perpendiculaire aux morceaux de caoutchouc. (Rappelons que les
papilles dermiques font e´galement un angle avec la verticale dans la peau des dauphins.) Ce mouvement
tend a` imposer des tensions de Reynolds ne´gatives a` la paroi (dans la phase ascendante, u′ > 0, v′ > 0 et
dans la phase descendante, u′ < 0, v′ < 0). Les expe´riences de Grosskreutz (1975), dont le but e´tait de
re´duire la traıˆne´e en e´coulement turbulent, ne furent pas concluantes. Cependant, l’ide´e d’une direction
privile´gie´e pour la paroi e´tait pertinente, d’autres chercheurs ayant par la suite obtenu de bons re´sultats
the´oriques en mode´lisant ce type de paroi (cf. §1.3.2).
La paroi de Kramer est difficile a` reproduire en pratique. C’est pourquoi beaucoup d’expe´rimentateurs
pre´fe`rent utiliser des mode`les moins e´labore´s ou` la paroi est compose´e d’une ou plusieurs couches de
mate´riaux viscoe´lastiques. Dans le cas le plus simple, la paroi est constitue´e d’une unique couche ho-
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FIG. 1.14 - Structure de la peau des dauphins. (a) : Section transversale ; (b) Coupe a` travers les papilles
dermiques a` AA’ ; (c) Vue de face. Le´gende : a : Rides cutane´es ; b : papilles dermiques ; c : ridules dermiques ;
d : couche e´pidermique supe´rieure ; e : tissus gras. (Figure 2 de Carpenter et al. (2000))
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FIG. 1.15 - Mode´lisations surfaciques et volumiques d’une paroi compliante. (Inspire´ de Gad-El-Hak (1996))
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moge`ne (cf. fig. 1.15(c)) de caoutchouc silicone (Choi et al., 1997), d’un me´lange de deux gels de si-
licone (Colley et al., 1999; Cros et al., 2003; Colley et al., 2006), de ge´latine alimentaire ou de PVC
plastisol (Gad–el–Hak, 1986). Rappelons que dans les expe´riences de Gaster (1987), la paroi compliante
est compose´e de deux couches superpose´es comme repre´sente´ sur la figure 1.15(d). La couche interne est
constitue´e d’un substrat de caoutchouc silicone flexible. Elle est surmonte´e d’une couche supe´rieure en
latex (en contact avec le fluide) beaucoup plus mince et plus rigide que le substrat. Les deux couches sont
fabrique´es a` partir de mate´riaux e´lastome`res viscoe´lastiques. Cette combinaison donne de bons re´sultats
pour retarder la transition car la couche supe´rieure rigide limite les de´placements tangentiels et rend ainsi
la paroi moins vulne´rable aux instabilite´s de surface.
1.3.2 Mode´lisation the´orique
Il existe plusieurs types de parois compliantes et donc plusieurs mode`les pour les repre´senter. On peut
se´parer ces mode`les en deux cate´gories : les mode`les surfaciques et les mode`les volumiques. Ces deux
approches sont commente´es notamment dans Carpenter (1990), Yeo (1992) et Gad-El-Hak (2002).
La mode´lisation la plus re´aliste est la mode´lisation dite volumique qui a e´te´ de´veloppe´e en parti-
culier par Yeo dans toute une se´rie de publications (Yeo, 1988, 1990, 1992; Yeo et al., 1994, 1999,
2001) mais e´galement par Duncan et al. (1985), Dixon et al. (1994), Lucey & Carpenter (1995) ou
Cooper & Carpenter (1997b). Elle consiste a` re´soudre les e´quations de Navier dans un milieu solide
compose´ d’une ou plusieurs couches d’un mate´riau viscoe´lastique. Son principal inte´reˆt est de permettre
trois degre´s de liberte´ pour le de´placement de chaque point du solide. En contrepartie, l’imple´mentation
nume´rique est relativement lourde. Pour une couche de mate´riau homoge`ne, l’e´quation re´gissant le
de´placement tridimensionnel infinite´simal η de la paroi s’e´crit
ρ
∂2η
∂t2
=
(
Gs∇2η + (Ks + Gs
3
)∇∇.η
)
avec ∇ l’ope´rateur gradient et ρ la masse volumique du mate´riau. Gs et Ks sont respectivement les
modules de cisaillement (shear modulus) et d’e´lasticite´ (bulk modulus) de´finis par
Gs =
E
2(1 + ν)
et Ks =
E
3(1 − 2ν)
ou` E et ν sont respectivement le module de Young et le coefficient de Poisson. Un coefficient d’amor-
tissement peut eˆtre ajoute´ en conside´rant un module de cisaillement complexe pour un mate´riau de type
Kelvin-Voigt :
Gs = G
R
s (1− iγs)
ou` γs est un coefficient d’amortissement re´el (le module d’e´lasticite´ Ks est souvent pris re´el). En l’ab-
sence d’amortissement, la paroi est purement e´lastique. L’e´quation de de´placement de la paroi est ensuite
couple´e aux e´quations de Navier-Stokes en imposant la continuite´ des vitesses et des contraintes normales
et tangentielles a` l’interface.
La mode´lisation surfacique est valable uniquement pour des mate´riaux de faible e´paisseur. Elle
consiste a` calculer le de´placement de la paroi graˆce a` la the´orie des plaques minces. Dans ce cas, le
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de´placement d’un point de la paroi est inde´pendant de sa position normale. On perd donc un degre´ de
liberte´ par rapport a` la mode´lisation volumique mais la re´solution nume´rique est de ce fait plus simple.
Les premie`res mode´lisations the´oriques de Benjamin (1960, 1963) et Landahl (1962) repre´sentaient
les parois compliantes comme des membranes e´lastiques minces. Le mode`le le plus souvent utilise´
est celui propose´ par Garrad & Carpenter (1982) (cf. fig. 1.15(b)). Le milieu compliant est repre´sente´
par une plaque mince ou une membrane e´lastique relie´e a` une base rigide par un ensemble de ressorts
et d’amortisseurs. C’est l’approche re´gulie`rement adopte´e dans les travaux de l’e´quipe de Carpenter
(Carpenter & Garrad, 1985, 1986; Carpenter, 1990, 1993; Davies & Carpenter, 1997a,b) mais e´galement
de nombreux autres groupes de recherche : Sen & Arora (1988); Denier & Hall (1991); Nagata & Cole
(1999); Wiplier & Ehrenstein (2000, 2001); Xu et al. (2003); Wang et al. (2005). La plupart du temps,
la paroi a uniquement un degre´ de liberte´ normal, l’e´quation pour son de´placement normal η s’e´crit alors(
m
∂2
∂t2
+ d
∂
∂t
+B∆2h − T∆h + (K − ρg)
)
η = −p+ σ (1.1)
ou` p repre´sente la fluctuation de pression exerce´e par le fluide a` la paroi et σ la contrainte visqueuse
normale de la perturbation de vitesse (σ est souvent ne´glige´e). ∆h est le laplacien horizontal (laplacien
dans le plan tangent a` la paroi). m repre´sente la masse de la plaque par unite´ de surface, B = EH
3
12(1 − ν2)
le coefficient de rigidite´ flexurale, avec E le module de Young, H l’e´paisseur de la plaque et ν le coef-
ficient de Poisson. T est la tension longitudinale par unite´ de longueur, d le coefficient d’amortissement
viscoe´lastique et K la raideur des ressorts par unite´ de longueur. On a suppose´ que l’ensemble des
ressorts pouvait eˆtre repre´sente´ par une base e´lastique continue de raideur K. L’approximation est
valable tant que la longueur d’onde des ondes se propageant a` la surface de la paroi est supe´rieure a`
la distance entre les ressorts. Le terme ρg repre´sente la fluctuation de pression hydrostatique (ρ est la
masse volumique du fluide).
Bien que moins re´aliste qu’un mode`le volumique, le mode`le sur ressorts conserve les principales
caracte´ristiques d’une paroi compliante, a` savoir inertie, e´lasticite´ et amortissement viscoe´lastique. Il
est e´galement assez simple d’ajouter des e´quations pour prendre en compte le de´placement tangentiel
(Larose & Grotberg, 1997).
Les mode`les volumique et surfacique peuvent bien suˆr eˆtre combine´s. C’est le cas notamment lors-
qu’est mode´lise´ le mate´riau double-couche des expe´riences de Gaster. La couche inte´rieure est mode´lise´e
graˆce aux e´quations de Navier (mode`le volumique) et la couche exte´rieure graˆce a` la the´orie des plaques
minces (mode`le surfacique). On conside`re alors que les contraintes tangentielles et normales associe´es
a` la couche supe´rieure agissent a` l’interface fluide/solide comme des discontinuite´s entre les contraintes
de la couche inte´rieure et du fluide (Dixon et al., 1994).
Notons que les travaux de Carpenter & Morris (1990) et Yeo (1990) ont montre´ que les parois aniso-
tropes stabilisaient mieux les perturbations d’origine fluide que les parois isotropes (meˆme si les re´sultats
sont qualitativement identiques). Les deux e´tudes reproduisent la paroi des expe´riences de Grosskreutz
(1975). Carpenter & Morris (1990) (ainsi que notamment Joslin et al., 1991; Joslin & Morris, 1992)
utilisent le mode`le surfacique sche´matise´ sur la figure 1.15(f) ou` les morceaux de caoutchouc de
l’expe´rience sont mode´lise´s par des bras articule´s lie´s a` des ressorts. Yeo (1990) utilise un mode`le
volumique ou` la direction privile´gie´e des morceaux de caoutchouc est repre´sente´e par des fibres toutes
aligne´es dans une meˆme direction (fig. 1.15(g)). Dans les deux cas, la transition dans la couche limite
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est plus retarde´e qu’avec des parois isotropes. Ce type de paroi a e´galement permis a` Fukagata et al.
(2007) notamment d’obtenir une re´duction substantielle de la traıˆne´e turbulente (cf. §1.1.2). Les mode`les
isotropes de´crits pre´ce´demment peuvent e´galement eˆtre facilement e´tendus a` des mode`les anisotropes.
Pour la mode´lisation surfacique, on peut par exemple de´finir une rigidite´ flexurale diffe´rente dans les
directions normale et tangentielle (Allen & Bridges, 2003).
Dans notre e´tude, nous utiliserons le mode`le surfacique isotrope sur ressorts de Carpenter & Garrad
(1985). Ce mode`le, de´veloppe´ pour des parois planes, devra eˆtre e´tendu a` des parois courbes via la the´orie
des coques minces. En plus de sa facilite´ d’imple´mentation nume´rique, ce mode`le a e´te´ choisi pour deux
raisons. D’une part, il est relativement facile a` adapter a` des parois courbes, d’autre part, les travaux de
Davies & Carpenter (1997a) pour le canal plan nous servirons pour valider nos re´sultats dans le cas du
canal courbe.
Etant donne´ le grand nombre de parame`tres qui entrent en jeu dans le mode`le de l’e´quation (1.1), nous
avons choisi d’en fixer un certain nombre pour mener a` bien l’e´tude parame´trique. En particulier, disons
d’ores et de´ja` que nous avons ne´glige´ l’influence de la tension longitudinale T . Cette simplification a pour
conse´quence de modifier la vitesse des ondes se propageant dans le milieu compliant. Cette modification
est facilement visible si l’on calcule la vitesse des ondes « libres », c’est-a`-dire en l’absence de fluide,
en conside´rant l’e´quation (1.1) sans second membre. On montre que, pour une onde bidimensionnelle de
nombre d’onde α, la vitesse de phase c0 des ondes « libres » est :
c0 =
√
Bα2 + T + (K − ρg)/α2
m
.
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Chapitre 2
Formulation du proble`me de stabilite´
line´aire
Dans ce chapitre est de´veloppe´e la formulation du proble`me de stabilite´ line´aire. L’e´coulement d’un
fluide en pre´sence de parois compliantes est un proble`me d’interaction fluide-structure. Cela implique
de mode´liser se´pare´ment les comportements du fluide et de la paroi et de les relier a` l’interface par des
conditions limites approprie´es. Le chapitre est organise´ de la manie`re suivante. Dans la partie 2.1 sont
pre´sente´es les deux configurations que nous allons e´tudier, c’est-a`-dire l’e´coulement dans un canal courbe
et l’e´coulement de Taylor-Couette. Les parties 2.2 et 2.3 sont consacre´es respectivement a` la mode´lisation
des milieux fluide et solide et la partie 2.4 a` l’e´criture des conditions limites. Nous e´tablirons e´galement
l’e´quation re´gissant l’e´volution temporelle de l’e´nergie cine´tique de la perturbation (partie 2.5). Enfin, la
me´thode de re´solution nume´rique sera brie`vement pre´sente´e (partie 2.6).
2.1 Les deux configurations e´tudie´es
2.1.1 Ecoulement dans un canal courbe
On conside`re l’e´coulement d’un fluide newtonien incompressible de masse volumique ρ et de visco-
site´ ν dans un canal de longueur infinie aux parois courbes. La configuration e´tudie´e est repre´sente´e sur la
figure 2.1. En l’absence de de´formation, les deux parois sont se´pare´es par une distance 2h. R repre´sente
le rayon de courbure au centre du canal. On de´finit e´galement le parame`tre de courbure γ = 2h/R. Dans
le cadre de l’analyse de stabilite´ line´aire, la courbure des parois est suppose´e tre`s faible, ce qui se traduit
par
γ = 2h/R≪ 1.
On suppose que l’e´coulement est soumis a` un gradient de pression constant
(
∂P
∂θ
)
0
agissant dans
la direction azimutale. En l’absence de perturbation, la seule composante non nulle de la vitesse est la
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2hx
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FIG. 2.1 - Configuration e´tudie´e et de´finition des parame`tres pour l’e´coulement dans un canal courbe.
composante azimutale qui s’e´crit en coordonne´es cylindriques (r, θ, ξ) (Chandrasekhar, 1981, p. 343-
344) :
V (r) =
1
2ρν
(
∂P
∂θ
)
0
(
r ln(r) + Ar +
B
r
)
, (2.1)
avec
A = −R
2
2 ln(R2)−R21 ln(R1)
R22 −R21
et
B =
R21 R
2
2
R22 −R21
ln
(
R2
R1
)
.
R1 = R− h et R2 = R+ h sont les rayons de courbures des deux parois du canal.
Comme le parame`tre de courbure est choisi tre`s faible, nous allons mener l’e´tude de stabilite´ line´aire
suivant l’approche de Schmid & Henningson (2001) (p.207-210). Le principe est de de´finir un nouveau
syste`me de coordonne´es « pseudo-carte´sien » (x, y, z) plutoˆt que de travailler avec le syste`me de co-
ordonne´es cylindriques. x, y, z repre´sentent respectivement les directions azimutale (ou longitudinale),
radiale (ou normale) et axiale (ou transverse). Les coordonne´es « carte´siennes » sont de´finies en fonction
des coordonne´es cylindriques et, adimensionne´es par h, s’e´crivent
x =
Rθ
h
=
2θ
γ
, y =
r −R
h
=
2(r −R)
γR
, z =
ξ
h
=
2ξ
γR
.
La vitesse de l’e´coulement peut eˆtre line´arise´e en γ dans le nouveau syste`me de coordonne´es :
U∗ = −γ2 R
8ρν
(
∂P
∂θ
)
0
(1− y2)(1− 1
3
γy) + O(γ4).
Apre`s adimensionnalisation par la vitesse au centre du canal U0, la vitesse s’e´crit au premier ordre en
γ (Matsson & Alfredsson, 1990)
U = (1− y2)
(
1− 1
3
γy
)
+ O(γ2), (2.2)
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avec
U0 = −γ2 R
8ρν
(
∂P
∂θ
)
0
.
La vitesse en l’absence de perturbation diffe`re donc le´ge`rement du profil parabolique obtenu pour un
canal plan car le terme d’ordre γ brise la syme´trie par rapport au centre du canal. De ce fait, la vitesse
n’est plus maximale au centre du canal mais pour y = −γ/6. La vitesse maximale est donc le´ge`rement
de´place´e vers la paroi inte´rieure comme on peut le voir sur la figure 2.2.
Les grandeurs de re´fe´rence qui serviront pour l’adimensionnalisation dans la suite de l’e´tude seront
U0, ρ et h et le nombre de Reynolds est de´fini par Re =
U0h
ν
.
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FIG. 2.2 - Comparaison des vitesses moyennes longitudinales dans un canal plan (trait pointille´) et un canal
courbe (trait plein) de parame`tre de courbure γ = 0.4.
2.1.2 Ecoulement de Taylor-Couette
La configuration e´tudie´e pour l’e´coulement de Taylor-Couette est repre´sente´e sur la figure 2.3. On
conside`re l’e´coulement d’un fluide entre deux cylindres de hauteur infinie. Le cylindre inte´rieur est
anime´ d’une vitesse angulaire Ω. Pour l’e´tude de la stabilite´ line´aire de cet e´coulement, on utilisera la
meˆme approche que pour le canal de Dean, c’est-a`-dire qu’on travaillera dans le syste`me de coordonne´es
« pseudo-carte´sien » de´fini pre´ce´demment. Pour la de´finition des parame`tres, les seules diffe´rences avec
le canal courbe sont la vitesse de re´fe´rence qui est maintenant U0 = ΩR et la vitesse de l’e´coulement de
base qui est de nouveau obtenue apre`s line´arisation en γ de son expression en coordonne´es cylindriques
(Chandrasekhar, 1981, p.272-273) :
V (r) = Ar +
B
r
, (2.3)
avec
A = −Ω µ
2
1− µ2
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Ω
FIG. 2.3 - Configuration e´tudie´e et de´finition des parame`tres pour l’e´coulement de Taylor-Couette.
et
B = Ω
R21
1− µ2
ou` µ = R1/R2 avec R1 et R2 de´finis pre´ce´demment.
Dans le syste`me de coordonne´es « pseudo-carte´sien », la vitesse en l’absence de perturbation est
adimensionne´e par U0 = ΩR :
U(y) =
1− y
2
+
γ
2
(
−3
4
+
y
2
+
y2
4
)
+ O(γ2). (2.4)
La vitesse est maximale sur la paroi mobile (y = −1) et est e´gale a` 1− γ/2 (cf. fig 2.4).
0 0.2 0.4 0.6 0.8−1
−0.5
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y
FIG. 2.4 - Vitesse moyenne azimutale pour l’e´coulement de Taylor-Couette avec un parame`tre de courbure
γ = 0.4.
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2.2 Equations de Navier-Stokes line´arise´es
Dans le cadre de l’e´tude de stabilite´ line´aire, on conside`re une perturbation infinite´simale (u, v, w,
p) de l’e´coulement de base (U , 0, 0, P ) ou` P est la pression relative a` cet e´coulement de base. Dans la
section pre´ce´dente, on a obtenu la vitesse de base a` partir de son expression en coordonne´es cylindriques.
De meˆme, la perturbation infinite´simale (adimensionne´e) est de´finie dans le syste`me de coordonne´es
« pseudo-carte´sien » a` partir de son e´quivalent (dimensionnel) en coordonne´es cylindriques (ur, uθ, uξ ,
p∗) :
u =
uθ
U0
, v =
ur
U0
, w =
uξ
U0
, p =
p∗
ρU20
. (2.5)
On travaillera e´galement avec un temps t adimensionne´ a` l’aide de U0 et h : t = (U0/h)t∗.
Les e´quations de Navier-Stokes re´gissant l’e´volution des variables (u, v, w, p) sont obtenues en deux
e´tapes. Dans un premier temps, les e´quations de Navier-Stokes e´crites en coordonne´es cylindriques pour
les variables (ur , uθ, uξ, p∗) sont line´arise´es autour de l’e´tat de base V (r) :
∂ur
∂r
+
ur
r
+
1
r
∂uθ
∂θ
+
∂uξ
∂ξ
= 0,
∂ur
∂t∗
+
V
r
∂ur
∂θ
− 2V
r
uθ = −1
ρ
∂p∗
∂r
+ ν
(
∆cur − 2
r2
∂uθ
∂θ
− ur
r2
)
,
∂uθ
∂t∗
+
V
r
∂uθ
∂θ
+
(
V ′ +
V
r
)
ur = − 1
ρr
∂p∗
∂θ
+ ν
(
∆cuθ +
2
r2
∂ur
∂θ
− uθ
r2
)
,
∂uξ
∂t∗
+
V
r
∂uξ
∂θ
= −1
ρ
∂p∗
∂ξ
+ ν (∆cuξ) ,
(2.6)
avec ∆c =
∂2
∂r2
+
1
r
∂
∂r
+
1
r2
∂2
∂θ2
+
∂2
∂ξ2
et V ′ =
dV
dr
.
Dans un deuxie`me temps, le syste`me (2.6) est re´e´crit dans le syste`me de coordonne´es « pseudo-
carte´sien » et line´arise´ au premier ordre en γ. Une fois adimensionne´, le nouveau syste`me d’e´quations
devient :
∂u
∂x
+
∂v
∂y
+
∂w
∂z
+
γ
2
v − γ
2
y
∂u
∂x
= 0,
∂u
∂t
+
(
1− γy
2
)
U
∂u
∂x
+ U ′v +
γ
2
Uv = −
(
1− γy
2
) ∂p
∂x
+
1
Re
∆u
+
γ
Re
(
1
2
∂u
∂y
− y∂
2u
∂x2
+
∂v
∂x
)
,
∂v
∂t
+
(
1− γy
2
)
U
∂v
∂x
− γUu = −∂p
∂y
+
1
Re
∆v +
γ
Re
(
1
2
∂v
∂y
− y ∂
2v
∂x2
− ∂u
∂x
)
,
∂w
∂t
+
(
1− γy
2
)
U
∂w
∂x
= −∂p
∂z
+
1
Re
∆w +
γ
Re
(
1
2
∂w
∂y
− y∂
2w
∂x2
)
,
(2.7)
avec cette fois ∆ = ∂
2
∂x2
+
∂2
∂y2
+
∂2
∂z2
et U ′ =
dU
dy
. Il faut noter que ce syste`me d’e´quations n’est
pas strictement d’ordre γ car certains termes faisant intervenir la vitesse de base (comme γUv/2)
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contiennent des termes proportionnels a` γ2 (cf. la de´finition de U dans la section pre´ce´dente). Les
termes d’ordre O(γ2) sont ne´glige´s par la suite. Les e´quations (2.7) ont e´te´ obtenues pre´ce´demment
par Schmid & Henningson (2001) 1. Pour l’e´coulement en canal, γ = 0 correspond au cas ou` le canal
est plan. Les termes traduisant la courbure du canal apparaissent alors comme une correction a` l’ordre γ
du cas plan.
Les variables (u, v, w, p) sont classiquement recherche´es sous forme de modes normaux, c’est-a`-dire
sous la forme
(u, v, w, p) = (uˆ(y), vˆ(y), wˆ(y), pˆ(y))eiαx+iβz+σt, (2.8)
ou` α et β repre´sentent les nombres d’onde re´els respectivement dans les directions longitudinale et
transverse. Les longueurs d’onde associe´es sont respectivement λx = 2π/α et λz = 2π/β. σ = σr+ iσi
est a priori complexe : σr est le taux de croissance de la perturbation et σi sa pulsation. Les vitesses
de phase dans les directions longitudinale et transverse sont de´finies respectivement par cx = −σi/α et
cz = −σi/β. Notons que la pe´riodicite´ de l’e´coulement de Taylor-Couette impose que le nombre d’onde
azimutal α soit proportionnel a` un entier n sous la forme α = nγ/2. Le terme γ/2 provient du passage
des coordonne´es cylindriques aux coordonne´es « pseudo-carte´siennes » et de l’adimensionnalisation.
C’est donc la stabilite´ temporelle de l’e´coulement qui est e´tudie´e ici. Cela veut dire qu’au cours du
temps, la structure spatiale de l’onde ne sera pas modifie´e et que son amplitude augmentera ou diminuera
exponentiellement suivant le signe de σr. Par de´finition, on dira qu’une perturbation est stable lorsque
son amplitude de´croıˆt en fonction du temps donc lorsque σr < 0. De meˆme, une perturbation sera dite
instable lorsque son amplitude croıˆt au cours du temps, donc lorsque σr > 0. Enfin, une perturbation sera
dite neutre lorsque son amplitude reste inchange´e au cours du temps, donc lorsque σr = 0. L’e´tude de
stabilite´ consiste donc a` de´terminer pour une perturbation aux nombres d’onde α et β donne´s, les valeurs
de σ ve´rifiant les e´quations du proble`me pour conclure sur la stabilite´ de cette perturbation.
Dans le cas ge´ne´ral, a` la fois α, β et σ doivent eˆtre recherche´s sous forme complexe. Pour simplifier,
on se limite souvent a` l’approche temporelle que nous utilisons ici ou a` l’approche spatiale. Dans l’ap-
proche spatiale, σ est re´el et c’est le nombre d’onde spatial α (ou β) qui est complexe. L’amplitude de la
perturbation croıˆt ou diminue alors en espace et sa fre´quence reste inchange´e. A strictement parler, il faut
utiliser l’approche spatiale pour e´tudier les instabilite´s convectives (qui se de´veloppent spatialement) et
l’approche temporelle pour e´tudier les instabilite´s absolues (qui croissent sur place au cours du temps).
Nous avons choisi l’analyse temporelle dans un souci de simplicite´.
Le choix de la forme (2.8) pour exprimer la perturbation peut se justifier de la manie`re suivante. Une
perturbation infinite´simale quelconque peut s’e´crire comme une superposition de modes normaux (cf.
par exemple Chandrasekhar, 1981, p.3-6). Or, l’orthogonalite´ des fonctions exponentielles implique que
chacun des modes normaux e´volue de manie`re inde´pendante. On peut donc conside´rer la stabilite´ d’un
des modes normaux inde´pendamment de tous les autres. De ce fait, l’e´coulement sera line´airement stable
uniquement si tous les modes normaux sont stables. En revanche, il suffit qu’un seul des modes normaux
soit instable pour que l’e´coulement soit dit instable.
1Il y a deux erreurs de signe dans l’e´quation de quantite´ de mouvement dans le livre de Schmid & Henningson (2001).
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En utilisant (2.8), le syste`me (2.7) devient
iαuˆ+Dvˆ + iβwˆ +
γ
2
vˆ − iαγ
2
yuˆ = 0,
σuˆ+ iα
(
1− γy
2
)
Uuˆ+ U ′vˆ +
γ
2
Uvˆ = −iα
(
1− γy
2
)
pˆ+
1
Re
(D2 − k2)uˆ
+
γ
Re
[(
1
2
D + yα2
)
uˆ+ iαvˆ
]
,
σvˆ + iα
(
1− γy
2
)
Uvˆ − γUuˆ = −Dpˆ+ 1
Re
(D2 − k2)vˆ + γ
Re
[(
1
2
D + yα2
)
vˆ − iαuˆ
]
,
σwˆ + iα
(
1− γy
2
)
Uwˆ = −iβpˆ + 1
Re
(D2 − k2)wˆ + γ
Re
(
1
2
D + yα2
)
wˆ,
(2.9)
avec k2 = α2 + β2, D = d/dy et U ′ = DU .
Au syste`me d’e´quations (2.9), il va falloir associer des conditions limites ade´quates, c’est-a`-dire
des conditions limites prenant en compte la mobilite´ des parois. Pour cela, un mode`le traduisant le
de´placement des parois courbes va eˆtre de´rive´ dans la section suivante.
2.3 Mode`le de paroi compliante via la the´orie des coques minces
Les principaux mode`les utilise´s pour repre´senter des parois compliantes ont e´te´ pre´sente´s dans le
premier chapitre (1.3). Nous avons choisi le mode`le isotrope surfacique propose´ par Carpenter & Garrad
(1985). L’avantage de ce mode`le est d’eˆtre relativement facile a` coupler aux e´quations de Navier-Stokes
dans le cadre de l’e´tude de stabilite´ line´aire. Ce mode`le a e´te´ de´veloppe´ pour des parois planes a` partir
de la the´orie de plaques minces. Il doit donc eˆtre ici adapte´ pour des parois courbes a` l’aide de la the´orie
des coques minces.
η
U
p
surface rigide
coque flexible
FIG. 2.5 - Mode`le isotrope surfacique pour une paroi compliante courbe. La paroi est constitue´e d’une coque
flexible relie´e a` une base rigide par un ensemble de ressorts et d’amortisseurs.
Comme rappele´ sur la figure 2.5, la paroi compliante est constitue´e d’une coque mince flexible relie´e
a` une base rigide par un ensemble de ressorts et d’amortisseurs. La paroi se de´place uniquement dans
la direction normale a` elle-meˆme, ce qui veut dire que l’action des forces de cisaillement est ne´glige´e.
On de´finit η∗, le de´placement normal de la paroi par rapport a` sa position d’e´quilibre. L’e´quation de
de´placement de la surface peut eˆtre obtenue graˆce a` la the´orie de Love pour des coques minces cylin-
43
FORMULATION DU PROBLE`ME DE STABILITE´ LINE´AIRE
driques (Timoshenko & Woinowsky-Krieger, 1959, p.522) :
[(
m∗
∂2
∂t∗2
+ d∗
∂
∂t∗
+B∗∆2h − T ∗∆h +K∗
)
∆2h +
E∗H
R2
∂4
∂z∗4
]{
η∗h
η∗−h
=
{
∆2hp
∗(h)
−∆2hp∗(−h)
(2.10)
avec ∆h =
∂2
∂x∗2
+
∂2
∂z∗2
. Les de´placements des parois en h et −h sont note´s respectivement η∗h et η∗−h.
Les aste´risques indiquent des grandeurs dimensionnelles. Dans cette e´quation, m∗ repre´sente la masse de
la coque par unite´ de surface, B∗ = E
∗H3
12(1 − ν∗2) le coefficient de rigidite´ flexurale de la coque, avec E
∗
le module de Young, H l’e´paisseur de la coque et ν∗ le coefficient de Poisson. Les cas limites B = 0 et
B →∞ correspondent respectivement a` une membrane et une paroi rigide. K∗ est la raideur des ressorts
par unite´ de longueur, T ∗ la tension longitudinale par unite´ de longueur et d∗ le coefficient d’amortisse-
ment viscoe´lastique. Enfin, le terme de pression dans le membre de droite de l’e´quation repre´sente les
efforts normaux exerce´s par le fluide sur la coque. Nagata & Cole (1999) ont montre´ dans le cas du canal
plan que la contribution des contraintes visqueuses normales est ne´gligeable. C’est pourquoi nous les
ne´gligeons dans l’e´quation pre´ce´dente. Rappelons que les contraintes tangentielles n’interviennent pas
car le mouvement de la coque est uniquement normal. Koga & Nagata (cite´s dans Carpenter & Pedley,
2003) ont obtenu une e´quation similaire pour leur e´tude de l’e´coulement de Taylor-Couette.
Notons que dans le cas du canal courbe, l’e´coulement moyen est ge´ne´re´ par un gradient de pression
azimutal constant. Meˆme en l’absence de perturbation, la pression associe´e a` l’e´coulement de base n’est
pas constante dans la direction x. La pression exerce´e sur les parois compliantes varie donc suivant la
position dans le canal et l’espacement entre les parois est a priori fonction de x. Cet effet sera ne´glige´ afin
que la de´formation des parois soit uniquement due a` la perturbation de pression. On suppose donc qu’en
l’absence de perturbation les parois restent a` une distance constante 2h. (Davies & Carpenter (1997a)
font l’hypothe`se d’une force volumique applique´e sur chaque paroi afin de contrebalancer l’effet du
gradient longitudinal moyen de pression.)
Une attention particulie`re doit eˆtre apporte´e a` l’adimensionnalisation des parame`tres caracte´risant les
parois. En effet, nous voulons e´tudier l’influence sur la stabilite´ de l’e´coulement de parois aux proprie´te´s
physiques et me´caniques fixe´es. Nous voulons donc pouvoir varier les parame`tres de l’e´coulement,
en particulier le nombre de Reynolds, inde´pendamment des parame`tres des parois. Les grandeurs de
re´fe´rence qui ont servi jusqu’ici pour l’adimensionnalisation sont U0, h et ρ pour un nombre de Rey-
nolds de´fini par Re = U0h
ν
. On choisit donc d’adimensionner les parame`tres de paroi par ν, ρ, et h et de
faire varier le nombre de Reynolds en fonction de U0 uniquement (la hauteur du canal et la viscosite´ du
fluide sont fixe´es). Les parame`tres de paroi adimensionne´s s’e´crivent alors
m =
m∗
ρh
, d =
d∗h
ρν
, B =
B∗
ρν2h
, E =
E∗h2
ρν2
, K =
K∗h3
ρν2
, T =
T ∗h
ρν2
.
On e´crit a` son tour le de´placement de la paroi η, de´sormais adimensionne´ par h, sous forme de modes
normaux :
η = ηˆ eiαx+iβz+σt.
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L’e´quation adimensionne´e du de´placement de la coque devient[
mσ2 +
d
Re
σ +
1
Re2
(
Bk4 + Tk2 +K +
H
h
γ2
4
E
β4
k4
)]{
ηˆ 1
ηˆ−1
=
{
pˆ( 1)
−pˆ(−1) . (2.11)
Cette e´quation diffe`re de celle obtenue par Davies & Carpenter (1997a) (par exemple) pour un canal plan
uniquement par le terme proportionnel a` γ2. Comme les termes d’ordre O(γ2) ont e´te´ ne´glige´s dans les
e´quations de Navier-Stokes (2.9), le terme proportionnel a` γ2 est ne´glige´ dans l’e´quation pre´ce´dente.
Cependant ce terme est e´gal a`
3 (1− ν∗2) (h/H)2 (β/k)4 Bγ2
et peut donc devenir du meˆme ordre que Bk4 lorsque k devient O(γβ2)1/4. Cela signifie que l’approxi-
mation a` l’ordre γ n’est pas valable pour les tre`s faibles nombres d’onde.
Dans le cas le plus restrictif, lorsque α = 0, l’approximation pre´ce´dente est valable uniquement si
β ≫ γ1/2. Pour le canal courbe, nous avons choisi γ = 0.025. Si H/h estO(1), le terme proportionnel a`
γ2 dans l’e´quation (2.11) est ne´gligeable uniquement si β est d’ordre supe´rieur a` 10−1. Nous discuterons
ce proble`me plus en de´tail dans le chapitre 5.
2.4 Conditions limites
Les conditions limites imposent la continuite´ des vitesses a` l’interface de´place´e entre le fluide et la
paroi. En y = 1+η, ce qui correspond a` la paroi supe´rieure du canal courbe ou a` la paroi exte´rieure pour
l’e´coulement de Taylor-Couette, la condition d’adhe´rence impose
U + u = 0, v = ∂η/∂t, w = 0, (2.12)
puisque le mouvement de la paroi est uniquement normal. Le de´placement η de la paroi e´tant tre`s faible,
ces conditions limites sont line´arise´es au premier ordre pour eˆtre applique´es a` l’interface non perturbe´e
y = 1 :
uˆ + ηˆ U ′ = 0, (2.13a)
vˆ − σ ηˆ = 0, (2.13b)
wˆ = 0. (2.13c)
La combinaison de (2.13a) et (2.13b) permet d’e´liminer ηˆ :
σuˆ+ U ′vˆ = 0. (2.14)
De meˆme, en utilisant (2.13a) et (2.13b), l’e´quation (2.11) devient
mσvˆ +
d
Re
vˆ − 1
U ′Re2
(
Bk4 +K + Tk2
)
uˆ = pˆ. (2.15)
On obtient donc en y = 1, trois conditions limites (2.13c), (2.14) et (2.15) qui font intervenir unique-
ment les variables de´finissant l’e´coulement puisque ηˆ le de´placement de la paroi a e´te´ e´limine´. On re´sout
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donc finalement le proble`me seulement dans la partie fluide, l’influence de la paroi e´tant prise en compte
uniquement dans la condition limite (2.15). Les conditions limites line´arise´es en y = −1 sont identiques,
excepte´ pour le signe moins devant le terme de pression de l’e´quation (2.11). Elles s’e´crivent donc :
wˆ = 0, (2.16a)
σuˆ+ U ′vˆ = 0, (2.16b)
mσvˆ +
d
Re
vˆ − 1
U ′Re2
(
Bk4 +K + Tk2
)
uˆ = −pˆ. (2.16c)
Les conditions limites obtenues ici sont identiques a` celles obtenues pour un canal plan (entre autres
Carpenter & Garrad, 1985; Davies & Carpenter, 1997a). En effet, rappelons que nous avons ne´glige´ dans
l’e´quation (2.11) re´gissant le de´placement de la paroi le terme d’ordre γ2 qui traduit l’influence de la
courbure.
Le syste`me d’e´quations (2.9) associe´ aux conditions limites constitue un proble`me aux valeurs propres
σ complexes. Pour un jeu de nombres d’onde (α, β), la combinaison du syste`me d’e´quations (2.9) et
des conditions limites va nous permettre de calculer, pour les deux e´coulements conside´re´s, les valeurs
propres σ en fonction des nombreux parame`tres du proble`me : le parame`tre de courbure γ, le nombre de
Reynolds Re et les parame`tres caracte´risant la paroi : m, B, K, d et T .
2.5 Equation modifie´e d’Orr-Reynolds
Dans cette section, nous allons de´river l’e´quation re´gissant l’e´volution temporelle de l’e´nergie
cine´tique moyenne d’une perturbation. Cela va nous permettre d’e´valuer l’importance des diffe´rents
termes participant au bilan d’e´nergie cine´tique. L’inte´reˆt est de de´terminer l’influence stabilisante ou
de´stabilisante de ces diffe´rents termes. Par exemple, pour un tourbillon de Dean (cf. chapitre 3), on
pourra comparer les bilans d’e´nergie cine´tique selon que les parois sont rigides ou compliantes.
La multiplication scalaire de l’e´quation de quantite´ de mouvement line´arise´e (les trois dernie`res
e´quations de (2.7)) par (u, v,w) permet d’obtenir l’e´quation suivante pour l’e´nergie cine´tique de la per-
turbation :[
∂
∂t
+ (1− γ
2
y)U
∂
∂x
](1
2
uiui
)
= −U ′uv − (1 − γ
2
y)
∂(up)
∂x
− ∂(vp)
∂y
− ∂(wp)
∂z
+
γ
2
(Uuv − pv) + 1
Re
∂
∂xj
(
ui
∂ui
∂xj
)
− 1
Re
∂ui
∂xj
∂ui
∂xj
+
γ
Re
[
1
4
∂
∂y
(uiui)− y ∂
∂x
(
ui
∂ui
∂x
)
+ y
∂ui
∂x
∂ui
∂x
+u
∂v
∂x
− v∂u
∂x
]
, (2.17)
ou` la notation d’Einstein a e´te´ utilise´e avec u1 = u, u2 = v et u3 = w. En moyennant l’e´quation
pre´ce´dente sur une longueur d’onde dans les directions x et z (la moyenne est note´e .¯) et apre`s inte´gration
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sur la hauteur du canal, on obtient une version modifie´e de l’e´quation de Orr-Reynolds (Drazin & Reid,
1981; Schmid & Henningson, 2001) :
d
dt
∫ 1
−1
1
2
uiuidy =
(I1)︷ ︸︸ ︷
−
∫ 1
−1
U ′uvdy
(I2)︷ ︸︸ ︷
− 1
Re
∫ 1
−1
∂ui
∂xj
∂ui
∂xj
dy
+
γ
2
∫ 1
−1
Uuvdy︸ ︷︷ ︸
(G1)
− γ
2
∫ 1
−1
pvdy︸ ︷︷ ︸
(G2)
+
γ
Re
∫ 1
−1
(
y
∂ui
∂x
∂ui
∂x
+ u
∂v
∂x
− v∂u
∂x
)
dy︸ ︷︷ ︸
(G3)
−vp 1−1︸ ︷︷ ︸
(C1)
+
1
Re
(
u
∂u
∂y
+ v
∂v
∂y
) 1
−1︸ ︷︷ ︸
(C2)
+
γ
4Re
(
u2 + v2
) 1
−1︸ ︷︷ ︸
(C3)
.
(2.18)
Classiquement, le membre de droite de l’e´quation de Orr-Reynolds se re´duit aux deux premiers termes
(I1) et (I2). En effet, les termes (G1), (G2), (G3) et (C3) sont nuls car le syste`me de coordonne´es est
carte´sien (pas de termes en γ) et les termes (C1) et (C2) sont nuls car on conside`re un e´coulement en
pre´sence de parois rigides ou un e´coulement libre (dans les deux cas, u et v sont nuls aux frontie`res
du domaine). Le terme (I1) repre´sente un e´change d’e´nergie entre l’e´coulement de base U et la per-
turbation. Il est positif lorsque de l’e´nergie est transfe´re´e de l’e´coulement de base vers la perturbation
et ne´gatif dans le cas contraire. Le terme (I2), toujours ne´gatif, repre´sente la dissipation d’e´nergie par
viscosite´. L’e´coulement devient instable lorsque la variation temporelle d’e´nergie cine´tique est positive
donc lorsque (I1) + (I2) > 0.
Une e´quation semblable a` l’e´quation (2.18) a e´te´ obtenu par Domaradzki & Metcalfe (1987) puis par
Carpenter & Morris (1990) pour les perturbations bidimensionnelles se de´veloppant dans une couche
limite sur paroi compliante. Davies & Carpenter (1997b) ont e´galement de´veloppe´ une e´quation pour
l’e´nergie cine´tique pour l’e´volution spatiale des ondes de Tollmien-Schlichting lorsque des panneaux
compliants sont inse´re´s dans les parois d’un canal plan. La courbure du canal fait apparaıˆtre ici les termes
(G1), (G2), (G3) et (C3). En plus des termes (I1) et (I2), seuls les termes supple´mentaires (C1), (C2)
et (G1) sont importants, les termes (G2), (G3) et (C3) e´tant invariablement ne´gligeables. Les termes
(C1) et (C2) sont des termes de redistribution d’e´nergie dus respectivement au travail des fluctuations
de la pression et des contraintes visqueuses. Enfin, le terme (G1) est un terme de production d’e´nergie
d’origine centrifuge (toujours positif dans notre cas). Le roˆle de´taille´ de ces diffe´rents termes sera discute´
dans les chapitres suivants au moment de l’analyse du bilan e´nerge´tique des diffe´rentes instabilite´s.
2.6 Re´solution nume´rique
Le syste`me d’e´quations (2.9) et les conditions limites constituent un proble`me aux valeurs propres
discre´tise´ dans la direction y par la me´thode de collocation de Tchebychev. Pour des nombres d’onde α
et β fixe´s, le spectre des valeurs propres temporelles σ est calcule´ avec Matlab en fonction du nombre
47
FORMULATION DU PROBLE`ME DE STABILITE´ LINE´AIRE
de Reynolds, du parame`tre de courbure et des parame`tres des parois. Deux algorithmes de calcul sont
utilise´s suivant les cas : l’algorithme QZ et l’algorithme d’Arnoldi. Le nombre de points de discre´tisation
est de l’ordre de N ≃ 70.
Le code de calcul a e´te´ valide´ de deux manie`res. Premie`rement, en prenant la limite B → ∞ qui
correspond a` des parois rigides, nous retrouvons les re´sultats classiquement obtenus pour le canal courbe
et l’e´coulement de Taylor-Couette. Deuxie`mement, en prenant la limite γ = 0 qui correspond a` des
parois planes, nous retrouvons les re´sultats de Davies & Carpenter (1997b) pour un canal plan aux parois
compliantes. Les figures illustrant la validation seront pre´sente´es dans les chapitres 3 et 4.
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Chapitre 3
Stabilite´ line´aire de l’e´coulement dans un
canal courbe aux parois compliantes
Ce chapitre concerne l’e´tude de la stabilite´ line´aire de l’e´coulement dans un canal courbe aux parois
compliantes, e´tude base´e sur l’approche the´orique pre´sente´e dans le chapitre pre´ce´dent. La particularite´
de cet e´coulement est d’eˆtre soumis a` un me´canisme d’instabilite´ centrifuge. Cela se traduit par l’appari-
tion de tourbillons contrarotatifs dont l’axe de rotation est aligne´ avec l’e´coulement et dont la croissance
peut provoquer la transition vers la turbulence. L’un des inte´reˆts de l’e´tude est d’observer l’influence de la
compliance des parois sur ces tourbillons. Dans la section 3.1, nous de´crirons brie`vement l’e´coulement
dans le cas ou` les parois du canal sont rigides. Puis, l’e´tude de stabilite´ line´aire proprement dite sera
divise´e en trois parties suivant la ge´ome´trie des perturbations conside´re´es. La section 3.2 est consacre´e
aux perturbations bidimensionnelles homoge`nes dans la direction longitudinale (α = 0). C’est le cas
notamment des tourbillons de Dean. La section 3.3 est consacre´e aux perturbations bidimensionnelles
homoge`nes dans la direction transverse (β = 0), comme les ondes de Tollmien-Schlichting. Enfin, la
section 3.4 est consacre´e aux perturbations tridimensionnelles (α 6= 0, β 6= 0). Pour chaque partie, on
pre´sentera d’abord brie`vement les re´sultats obtenus pour des parois rigides. Cela permet d’avoir un cas
de re´fe´rence auquel comparer les re´sultats pour des parois compliantes. Dans toute l’e´tude, le parame`tre
de courbure sera constant et fixe´ a`
γ = 0, 025
comme dans les travaux de Matsson & Alfredsson (1990).
Le nombre important de parame`tres caracte´risant les parois nous a amene´s a` en fixer certains arbitrai-
rement pour mener a` bien l’e´tude parame´trique. Ainsi nous choisissons des parois qui ont toutes deux
les meˆmes proprie´te´s et sont donc de´finies par les meˆmes parame`tres. Les travaux de´ja` publie´s sur les
parois compliantes nous indiquent que les parame`tres les plus susceptibles de modifier la stabilite´ de
l’e´coulement sont le coefficient de rigidite´ flexurale B, bien suˆr, mais e´galement le coefficient de dissi-
pation d (cf. le premier chapitre). Dans la plupart des cas, la raideur des ressorts K sera choisie e´gale a`
B/4. Cependant, Davies & Carpenter (1997b) ont montre´ l’importance de la valeur relative de la raideur
des ressorts par rapport a` la rigidite´ flexurale. En effet, pour le type de paroi conside´re´, αw = (K/B)1/4
est une grandeur caracte´ristique, repre´sentant le nombre d’onde auquel les ondes de vitesse de phase
STABILITE´ LINE´AIRE DE L’E´COULEMENT DANS UN CANAL COURBE AUX PAROIS COMPLIANTES
minimale se propagent en l’absence d’e´coulement. Or, pour que la paroi ait un effet significatif sur la
stabilite´ d’une perturbation, cette longueur d’onde caracte´ristique doit eˆtre de l’ordre de grandeur de
celle caracte´risant la perturbation. C’est du moins le cas pour les ondes TS. C’est pourquoi nous ferons
e´galement varier K afin de voir si une condition similaire est requise pour une instabilite´ centrifuge.
Nous nous concentrerons donc sur l’influence des trois parame`tres B, K et d a` l’exception de la masse
m et de la tension longitudinale T qui seront fixe´es a` :
m = 2, et T = 0.
Rien ne dit que la tension longitudinale n’a pas son importance, son influence n’a e´te´ ne´glige´e que dans
un souci de simplicite´. L’influence de la masse nous semble a priori surtout quantitative. La valeur m = 2
(ainsi que K = B/4) a e´te´ choisie pour faciliter la comparaison avec les re´sultats pour le canal plan de
Davies & Carpenter (1997b). Enfin, rappelons que la limite (α→ 0, β → 0) est hors de validite´ de notre
domaine de calcul car l’approximation a` l’ordre γ des e´quations n’est plus valable pour cette limite (cf.
§2.4). Cette limite sera traite´e dans le chapitre 5. L’e´tude pre´sente´e ici a donne´ lieu a` une publication
dans Proceedings of the Royal Society A (Guaus & Bottaro, 2007).
3.1 Description de l’e´coulement dans un canal courbe aux parois rigides
Les premie`res e´tudes sur l’e´coulement dans un canal courbe sont dues a` Dean (1928) qui a montre´
que cet e´coulement e´tait soumis a` un me´canisme d’instabilite´ centrifuge. Cette instabilite´ se manifeste
par l’apparition, au-dela` d’un nombre de Reynolds critique, de paires de tourbillons longitudinaux sta-
tionnaires et contrarotatifs (cf. figure 3.1). Ces tourbillons sont appele´s tourbillons de Dean. L’apparition
des tourbillons est gouverne´e par un nombre adimensionnel, le nombre de Dean de´fini par
De = Re
√
γ
pour un nombre de Reynolds base´ sur la vitesse moyenne de´bitante (2U0/3) et la hauteur du canal (2h) :
Re = 4U0h/(3 ν). L’analyse de stabilite´ line´aire pre´voit l’apparition de l’instabilite´ pour un nombre de
Dean critique Dec = 35.92 et un nombre d’onde βc = 1.975 (Drazin & Reid, 1981, d’apre`s les calculs
pour γ ≪ 1 de Gibson & Cook, 1974).
Bien que notre travail se situe dans la limite du re´gime line´aire, nous allons donner quelques in-
dications des divers me´canismes auxquels sont soumis les tourbillons de Dean avant de provoquer la
transition vers la turbulence. Le lecteur pourra se re´fe´rer aux publications cite´es ici pour de plus amples
informations.
Lorsque le nombre de Reynolds augmente, les tourbillons de Dean sont soumis a` un me´canisme d’in-
stabilite´ secondaire sous la forme d’ondes progressives. D’apre`s les simulations de Finlay et al. (1988),
effectue´es dans un domaine de calcul pe´riodique dans les directions longitudinale et transverse, cette
instabilite´ secondaire peut prendre deux formes diffe´rentes. La premie`re est une instabilite´ d’origine
centrifuge qui correspond a` une ondulation a` grande longueur d’onde des tourbillons et apparaıˆt a` par-
tir de Re = 1.2Rec. Elle s’apparente a` l’instabilite´ secondaire a` laquelle sont soumis les tourbillons
de Taylor dans l’e´coulement de Taylor-Couette. La deuxie`me instabilite´ secondaire est due au cisaille-
ment et apparaıˆt pour des nombres de Reynolds encore plus grands (Re > 1.96Rec d’apre`s les calculs
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3.2 Perturbations bidimensionnelles homoge`nes dans la direction longitudinale
tourbillons de Dean
FIG. 3.1 - Paires de tourbillons longitudinaux contrarotatifs se de´veloppant dans un canal courbe. La paroi
concave supe´rieure n’est pas repre´sente´e.
de Finlay et al., 1988) sous la forme d’une onde se propageant de manie`re oblique avec une longueur
d’onde longitudinale du meˆme ordre de grandeur que la longueur d’onde de l’instabilite´ centrifuge. Cela
se traduit par un effet « vrille´ » des tourbillons (twist en anglais). L’analyse line´aire pre´voit des taux de
croissance plus importants pour les modes « vrille´s » que pour les modes ondulatoires. L’existence de
ces deux formes d’instabilite´ a e´te´ confirme´e expe´rimentalement, notamment par Matsson & Alfredsson
(1990) et Ligrani et al. (1992). La figure 3.2, issue des expe´riences de Matsson & Alfredsson (1990),
pre´sente une visualisation de l’e´coulement depuis la paroi inte´rieure (convexe) du canal pour un pa-
rame`tre de courbure γ = 0.025 et un nombre de Reynolds Re = 960 (De = 4.2Dec). Les structures
vrille´es sont visibles pre`s de la sortie du canal (sur la droite de la figure). Pre`s de l’entre´e (sur la gauche),
on peut voir les paires de tourbillons, bien aligne´es avant l’apparition de l’instabilite´ secondaire. Dans
les expe´riences, cependant, les modes « vrille´s » n’apparaissent que pour De > 3Dec. D’autre part,
l’apparition dans les expe´riences d’une forme ou l’autre d’instabilite´ secondaire est e´troitement lie´e aux
perturbations pre´sentes dans l’e´coulement a` l’entre´e du canal. Les simulations de Le Cunff & Bottaro
(1993) ont confirme´ les pre´visions de Finlay et al. (1988) sur l’origine de ces instabilite´s secondaires.
Pour des nombres de Reynolds relativement faibles, les tourbillons de Dean sont de plus instables
vis-a`-vis des perturbations transverses (typiquement pour De ≥ 1.3Dec). La croissance (non line´aire)
de ces perturbations provoque l’appariement et l’e´clatement des tourbillons. Ce phe´nome`ne, qui a e´te´
mis en e´vidence par Guo & Finlay (1991) et e´tudie´ nume´riquement par Bottaro (1993), est e´galement
visible dans la partie droite de la figure 3.2.
3.2 Perturbations bidimensionnelles homoge`nes dans la direction longi-
tudinale (α = 0)
Dans cette partie, nous nous inte´ressons aux perturbations qui ont la meˆme ge´ome´trie que les tour-
billons de Dean, c’est-a`-dire les perturbations homoge`nes dans la direction longitudinale avec α = 0.
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FIG. 3.2 - Visualisation de l’e´coulement dans un canal courbe avec γ = 0.025 et Re = 960. D’apre`s
Matsson & Alfredsson (1990)
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FIG. 3.3 - (a) Courbe neutre (σr = 0) et courbes a` taux d’amplification positif constant pour l’instabilite´ des
tourbillons de Dean dans un canal courbe aux parois rigides. L’espacement entre deux courbes adjacentes est
∆σr = 0.02. Le signe + correspond au point Re = 250, β = 2. (b) Spectre des principales valeurs propres pour
l’instabilite´ centrifuge pour Re = 250 et β = 2.
La figure 3.3(a) pre´sente la courbe neutre (σr = 0) et quelques courbes a` taux d’amplification positif
constant (σr > 0) dans le plan (Re, β) pour des parois rigides. Dans ce manuscrit, la courbe σr = 0
sera appele´e indiffe´remment courbe neutre ou courbe de stabilite´ marginale. Comme nous avons fixe´ le
parame`tre de courbure, nos re´sultats seront pre´sente´s en fonction du nombre de Reynolds plutoˆt que du
nombre du Dean. L’instabilite´ centrifuge apparaıˆt pour un nombre de Reynolds critique Rec = 172.06
et un nombre d’onde critique βc = 1.98. Cela correspond a` un nombre de Dean critique Dec = 36.27.
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Matsson & Alfredsson (1990) obtiennent Dec = 36.26 et le meˆme nombre d’onde critique pour le meˆme
parame`tre de courbure. Pour la valeur de γ que nous avons choisie, les tourbillons de Dean sont la
perturbation la plus instable, les ondes TS instables n’apparaissant qu’a` partir de Re ≈ 5 800 comme
nous le verrons §3.3. Un exemple de spectre des principales valeurs propres σ est trace´ sur la figure 3.3(b)
pour β = 2 et Re = 250. Classiquement, le spectre se compose de valeurs propres stationnaires (σi = 0)
ou conjugue´es deux a` deux. Pour les valeurs de β et Re choisies, l’e´coulement est line´airement instable,
ce qui se traduit par une valeur propre a` partie re´elle positive sur le spectre.
On peut voir la structure de ce mode instable sur la figure 3.4. La figure 3.4(a) pre´sente le champ de
vecteurs vitesse (v, w) dans le plan (y, z/λz) ou` λz repre´sente la longueur d’onde dans la direction z, la
figure 3.4(b) les isocontours de la vorticite´ suivant x dans le plan (y, z/λz) (ω = ∂w
∂y
− ∂v
∂z
) et la figure
3.4(c) la fonction propre longitudinale uˆ en fonction de y. Dans tout ce chapitre, les fonctions propres
(uˆ, vˆ, wˆ et pˆ) sont adimensionne´es par la valeur absolue de uˆ maximale. Les champs de vecteur et de
vorticite´ nous permettent d’identifier deux tourbillons de Dean contrarotatifs, le´ge`rement de´centre´s vers
la paroi concave (y = 1) du canal.
Notons que z sera toujours normalise´ par λz pour conserver sur les figures un rapport de forme
constant entre les directions y et z, quel que soit le nombre d’onde de la perturbation. La manie`re dont
les structures sont e´tire´es dans la direction z n’apparaıˆt donc pas sur les figures.
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FIG. 3.4 - Structure du tourbillon instable de la figure 3.3(b). Les fonctions propres (uˆ, vˆ, wˆ) sont adimensionne´es
par |uˆ|max valeur maximale de la norme de uˆ. (a) Champ de vecteurs vitesse (v, w) dans le plan (y, z/λz). λz
repre´sente la longueur d’onde dans la direction z. La taille de la fle`che sous la figure correspond a`
V m = (
√
v2 + w2)max. (b) isocontours de la vorticite´ suivant x dans le plan (y, z/λz). Les traits pleins
indiquent une rotation dans le sens horaire et les traits pointille´s une rotation dans le sens anti-horaire. 9
isocontours positifs sont trace´s pour [0.01 0.05 0.1 0.3 0.4 0.5 0.6 0.8 0.95]× ωmax et 9 isocontours ne´gatifs
pour [0.01 0.05 0.1 0.3 0.4 0.5 0.6 0.8 0.95]× ωmin ou` ωmax et ωmin sont les valeurs maximale et minimale de
la vorticite´ longitudinale. (c) vitesse longitudinale uˆ. Les valeurs nume´riques sont |uˆ|max = 2.16× 10−1,
V m = 9.85× 10−2, ωmax = −ωmin = 7.31× 10−1.
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3.2.2 Exemple pour B = 4 000, K = 1 000 et d = 0
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FIG. 3.5 - Spectre des principales valeurs propres pour Re = 250, (a) β = 2 et (b) β = 0.2. Comparaison entre
les cas parois rigides/parois compliantes. Les parame`tres des parois compliantes sont B = 4 000, K = 1 000 et
d = 0. Les modes hydroe´lastiques sont note´s FISI.
Sur la figure 3.5(a) sont compare´s les spectres pour des parois rigides et compliantes pour le meˆme
cas que pre´ce´demment (Re = 250 et β = 2). Les parame`tres des parois sont B = 4 000, K = 1 000 et
d = 0. Cette comparaison nous fournit deux informations. D’une part, on retrouve pour le cas compliant
les meˆmes valeurs propres correspondant a` l’instabilite´ centrifuge que lorsque les parois sont rigides. Ces
valeurs propres ne semblent pas modifie´es par la compliance des parois. D’autre part, quatre nouveaux
modes, induits par la flexibilite´ des parois, apparaissent. Ils sont note´s FISI sur la figure pour flow-induced
surface instability. (Il y a bien quatre valeurs propres sur la figure mais elles sont superpose´es deux a`
deux, les valeurs de σ e´tant tre`s proches.) Pour les parame`tres conside´re´s, ces modes hydroe´lastiques sont
stables. Sur la figure 3.5(b), le spectre des valeurs propres est trace´ pour le meˆme nombre de Reynolds
Re = 250 mais pour un nombre d’onde plus faible β = 0.2. Dans ce cas, l’influence de la compliance
des parois est plus importante. Tout d’abord, les modes centrifuges sont cette fois modifie´s par rapport
au cas rigide. Il y a en particulier un tourbillon qui e´tait stable dans le cas rigide et qui devient instable
dans le cas compliant. De meˆme, deux modes hydroe´lastiques, les modes note´s FISI 1 sont maintenant
instables. On retrouvera l’influence plus importante de la compliance des parois sur les grandes longueurs
d’onde tout au long de l’e´tude. Sur ces deux figures, les modes hydroe´lastiques ont des valeurs propres
conjugue´es deux a` deux. Ils ont donc des vitesses de phase oppose´es deux a` deux et des taux de croissance
identiques et peuvent donner lieu a` une onde stationnaire (standing wave).
Sur la figure 3.6 sont trace´s le champ de vecteurs (v,w) et le de´placement η de la paroi dans le plan
(y, z/λz), la vorticite´ longitudinale dans le plan (y, z/λz) et la fonction propre longitudinale uˆ pour trois
modes centrifuges instables de nombres d’onde (a) β = 2, (b) β = 0.7 et (c) β = 0.2. Pour β = 2,
la forme des tourbillons est la meˆme que dans le cas rigide (cf. fig. 3.4). Le de´placement des parois
est extreˆmement faible. Pour les perturbations centrifuges de grand nombre d’onde, la paroi re´agit donc
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comme une paroi rigide.
En revanche, lorsque le nombre d’onde diminue, la forme des modes est modifie´e. Pour β = 0.7,
on reconnaıˆt encore la structure tourbillonnaire observe´e pour β = 2. Mais plusieurs diffe´rences sont
visibles : le de´placement de la paroi est maintenant plus conse´quent et la structure du tourbillon est plus
e´tire´e dans la direction z comme le montre le champ de vecteurs vitesse plus aligne´ avec les parois que
dans le cas β = 2. De plus, la vitesse longitudinale uˆ pre´sente des valeurs non nulles sur les parois. Pour
β = 0.2, les deux tourbillons contrarotatifs existent toujours mais sont tre`s estompe´s sur la figure. Malgre´
cela, on observe le meˆme type de structures que pre´ce´demment avec des de´placements de paroi encore
plus importants. La vitesse longitudinale uˆ se caracte´rise par une valeur maximale a` la paroi y = 1.
Remarquons que le de´placement des parois est tre`s lie´ a` la position des tourbillons. En effet, le
de´placement est plus important pour la paroi y = 1, pre`s de laquelle sont situe´s les tourbillons. De
plus, les deux tourbillons contrarotatifs induisent une vitesse normale positive maximale en z/λz = 0.5.
Ce mouvement provoque un de´placement maximal des parois : la paroi y = 1 est repousse´e et la paroi
y = −1 aspire´e vers l’inte´rieur du canal. Un phe´nome`ne inverse se produit pour z/λz = 0 ou 1.
La forme des modes hydroe´lastiques e´volue e´galement suivant leur longueur d’onde. Les modes
FISI 1 instable et FISI 2 stable sont trace´s respectivement sur les figures 3.7 et 3.8 pour les meˆmes
parame`tres que sur la figure 3.6. Les deux modes FISI 1 (FISI 2) ont des formes syme´triques par rapport
a` un plan z = 0. C’est pourquoi seuls les modes FISI 1 et FISI 2 a` vitesse de phase positive sont trace´s
(σi < 0). Les modes hydroe´lastiques se caracte´risent par une vitesse longitudinale maximale a` la paroi,
en y = −1 pour le mode FISI 1 et y = 1 pour le mode FISI 2. Pour β = 2, les structures des modes
FISI 1 et FISI 2 sont assez semblables. Rappelons que pour cette valeur de β, les valeurs propres des
modes FISI 1 et 2 sont quasiment confondues sur le spectre (cf. fig. 3.5(a)). Les champs de vecteurs vi-
tesse et de vorticite´ (fig. 3.7(a) et 3.8(a)) montrent que le mouvement est confine´ pre`s des parois. Quand
β diminue, les formes des modes FISI 1 et 2 deviennent diffe´rentes et les modes perturbent peu a` peu
l’e´coulement a` l’inte´rieur du canal.
Le lien entre mouvement du fluide et de´placement des parois est moins « e´vident » que pour les
modes centrifuges. L’explication propose´e est la suivante. Les modes FISI, contrairement aux modes cen-
trifuges, ont une vitesse de phase non nulle et en l’occurrence positive. Sur la figure 3.7(a) par exemple,
conside´rons la paroi y = −1. Lorsque la vitesse normale du fluide est maximale (z/λz ≃ 0.75), la paroi
est repousse´e. Inversement, lorsque la vitesse normale du fluide est minimale (z/λz ≃ 0.25), la paroi est
aspire´e vers l’inte´rieur du canal. Sous l’effet des efforts exerce´s par la paroi, le de´placement de paroi est
une onde qui se de´place « vers le haut ».
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FIG. 3.6 - Structure du mode centrifuge instable avec Re = 250 et (a) β = 2, (b) β = 0.7 et (c) β = 0.2. Les
parame`tres des parois sont B = 4 000, K = 1 000 et d = 0. Les fonctions propres (uˆ, vˆ, wˆ) sont adimensionne´es
par |uˆ|max valeur maximale de la norme de uˆ. Dans l’ordre : Champ de vecteurs vitesse (v, w) dans le plan (y,
z/λz) et de´placement des parois η. λz repre´sente la longueur d’onde dans la direction z. La taille de la fle`che
sous la figure correspond a` V m = (√v2 + w2)max. Isocontours de la vorticite´ suivant x dans le plan (y, z/λz).
Les traits pleins indiquent une rotation dans le sens horaire et les traits pointille´s une rotation dans le sens
anti-horaire. 9 isocontours positifs sont trace´s pour [0.01 0.05 0.1 0.3 0.4 0.5 0.6 0.8 0.95]× ωmax et 9
isocontours ne´gatifs pour [0.01 0.05 0.1 0.3 0.4 0.5 0.6 0.8 0.95]× ωmin ou` ωmax et ωmin sont les valeurs
maximale et minimale de la vorticite´ longitudinale. Vitesse longitudinale uˆ. Les valeurs nume´riques sont
(a) |uˆ|max = 2.16× 10−1, V m = 9.83× 10−2, ωmax = −ωmin = 7.30× 10−1. Les de´placements maximaux
pour les parois y = 1 et y = −1 sont respectivement η1 = 6.56× 10−3 et η−1 = 2.09× 10−4.
(b) |uˆ|max = 3.57× 10−1, V m = 9.27× 10−2, ωmax = −ωmin = 5.56× 10−1, η1 = 3.29× 10−1 et
η
−1 = 6.12× 10−2.
(c) |uˆ|max = 1.79× 10−1, V m = 2.16× 10−2, ωmax = −ωmin = 1.28× 10−1, η1 = 5.04× 10−1 et
η
−1 = 1.5× 10−1.
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FIG. 3.6 - (cont.) Voir le´gende page pre´ce´dente.
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FIG. 3.7 - Voir le´gende page suivante.
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FIG. 3.7 - (cont.) Structure du mode FISI 1 a` vitesse de phase positive avec Re = 250 et (a) β = 2, (b) β = 0.7 et
(c) β = 0.2. Les parame`tres des parois sont B = 4 000, K = 1 000 et d = 0. Pour la le´gende, voir la figure 3.6.
Les valeurs nume´riques sont (a) |uˆ|max = 2.16× 10−1, V m = 3.22× 10−1, ωmax = −ωmin = 4.3,
η1 = 3.14× 10−1 et η−1 = 4.96× 10−1 ;
(b) |uˆ|max = 2.47× 10−1, V m = 5.36× 10−2, ωmax = −ωmin = 1.55× 10−1, η1 = 2.6× 10−1 et
η
−1 = 4.95× 10−1 ;
(c) |uˆ|max = 2.73× 10−1, V m = 3.70× 10−2, ωmax = −ωmin = 4.08× 10−2, η1 = 4.38× 10−1 et
η
−1 = 4.96× 10−1.
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FIG. 3.8 - Structure du mode FISI 2 a` vitesse de phase positive avec Re = 250 et (a) β = 2, (b) β = 0.7 et (c)
β = 0.2. Les parame`tres des parois sont B = 4 000, K = 1 000 et d = 0. Pour la le´gende, voir la figure 3.6.
Les valeurs nume´riques sont (a) |uˆ|max = 2.39× 10−1, V m = 3.28× 10−1, ωmax = −ωmin = 4.71,
η1 = 5.04× 10−1 et η−1 = 3.25× 10−1 ;
(b) |uˆ|max = 2.56× 10−1, V m = 6.06× 10−2, ωmax = −ωmin = 3.75× 10−1, η1 = 5.04× 10−1 et
η
−1 = 1.63× 10−1 ;
(c) |uˆ|max = 2.13× 10−1, V m = 5.52× 10−2, ωmax = −ωmin = 1.91× 10−1, η1 = 5.04× 10−1 et
η
−1 = 2.59× 10−1.
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FIG. 3.8 - (cont.) Voir le´gende page pre´ce´dente.
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Les courbes neutres et les courbes a` taux d’amplification positif constant respectives a` l’instabilite´
des modes hydroe´lastiques et a` l’instabilite´ centrifuge sont trace´es sur la figure 3.9(a) pour B = 4 000,
K = 1 000 et d = 0. Une figure identique est trace´e pour le cas ou` les parois sont rigides (fig. 3.9(b)). On
retrouve ainsi de manie`re plus ge´ne´rale les re´sultats illustre´s par les spectres pre´ce´dents. L’influence de
la compliance des parois n’est visible que pour β < 1. La courbe neutre pour l’instabilite´ centrifuge est
peu modifie´e par rapport au cas rigide pour les petites longueurs d’onde. En revanche, pour les grandes
longueurs d’onde, des tourbillons sont de´stabilise´s. Les modes hydroe´lastiques sont instables uniquement
pour les grandes longueurs d’onde et leur instabilite´ pre´ce`de celle des modes de Dean. Seul le mode
FISI 1 est instable, le mode FISI 2 e´tant stable pour tous les cas e´tudie´s. Notons que le taux de croissance
des tourbillons augmente beaucoup plus vite que celui des modes hydroe´lastiques, comme le montre
l’espacement entre les courbes a` taux d’amplification positif constant : l’espacement entre les courbes
est ∆σr = 10−2 pour les tourbillons et ∆σr = 10−4 pour les modes hydroe´lastiques. Ainsi, les modes
FISI apparaissent certes pour des nombres de Reynolds plus faibles que les tourbillons mais, dans les
zones ou` les deux instabilite´s croissent, ce sont les tourbillons de Dean qui vont pre´dominer. La figure
sugge`re e´galement que le nombre d’onde critique d’apparition des instabilite´s tend vers ze´ro. Cependant,
la limite β → 0 est hors du domaine de validite´ de nos e´quations. En effet, l’approximation des e´quations
a` l’ordre γ n’est plus valable pour les faibles valeurs de β. De plus, le cas (α = 0, β = 0) n’est pas
calculable nume´riquement. Nous reviendrons sur ce proble`me dans le chapitre 5.
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FIG. 3.9 - Comparaison des cas (a) compliant et (b) rigide. Courbes neutres et courbes a` taux d’amplification
positif constant pour l’instabilite´ des tourbillons de Dean (trait plein) et l’instabilite´ du mode hydroe´lastique
(trait pointille´). L’espacement entre deux courbes adjacentes est ∆σr = 10−2 pour l’instabilite´ centrifuge et
∆σr = 10
−4 pour le mode hydroe´lastique. Les parame`tres des parois compliantes sont B = 4 000, K = 1 000 et
d = 0.
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FIG. 3.10 - Courbes de stabilite´ marginale montrant l’influence de la raideur des ressorts sur les perturbations
homoge`nes dans la direction longitudinale pour B = 400. Dans les zones grises, seuls les modes hydroe´lastiques
sont instables. Le coefficient d’amortissement est e´gal a` ze´ro. La raideur des ressorts varie entre (a)
B/8 ≤ K ≤ 8B et (b) 8B ≤ K ≤ 32B.
3.2.3 Influence de B et K
Nos calculs montrent que B et K agissent qualitativement de la meˆme manie`re sur la stabilite´
de l’e´coulement : plus B (K) est faible, plus les modes sont de´stabilise´s. Cependant, les travaux de
Davies & Carpenter (1997a) ont montre´ que l’effet de la compliance des parois sur les ondes TS est
maximal lorsque le nombre d’onde caracte´ristique αw = (K/B)1/4 est du meˆme ordre de grandeur
qu’un nombre d’onde caracte´risant l’instabilite´. Le nombre d’onde caracte´risant l’apparition des tour-
billons de Dean est βc ≈ 2 dans le cas rigide. Si un phe´nome`ne similaire se produit pour les tourbillons,
cela signifie que pour αw ≈ 2, soit K ≈ 16B, l’effet de la compliance est maximal. L’influence de αw
est illustre´e sur la figure 3.10 pour laquelle on a fait varier la raideur des ressorts K pour une rigidite´
flexurale fixe´e a` B = 400. La figure pre´sente les courbes neutres prenant en compte toutes les instabi-
lite´s, c’est-a`-dire a` la fois les modes hydroe´lastiques et les tourbillons de Dean. Dans les parties grise´es,
seuls les modes hydroe´lastiques sont instables. Une augmentation de la raideur des ressorts a un effet
stabilisant a` la fois sur les tourbillons de Dean a` faible nombre d’onde et sur les modes hydroe´lastiques.
De plus, c’est dans le cas K ≈ B (c’est-a`-dire αw ≈ 1) que les modes hydroe´lastiques initient la tran-
sition sur la plus grande plage de nombres d’onde. Cette re´gion instable reste localise´e dans la zone des
faibles nombres d’onde β. Le cas K = 16B ne pre´sente pas de caracte´ristiques particulie`res. Il n’y a
donc pas, d’apre`s nos re´sultats, de couplage entre la longueur d’onde caracte´ristique des parois (α−1w ) et
la longueur d’onde des modes homoge`nes dans la direction longitudinale.
La figure 3.11 pre´sente deux types de courbe neutre pour K fixe´ et B variable. Les courbes en
trait continu sont les courbes neutres prenant en compte toutes les instabilite´s (tourbillons et modes
hydroe´lastiques). Les courbes en trait pointille´ ne prennent en compte que les tourbillons de Dean. Pour
K et B fixe´s, les modes hydroe´lastiques pre´dominent donc dans la zone de faibles nombres d’onde pour
laquelle les courbes en trait plein et pointille´ ne coı¨ncident pas. La figure montre que, lorsque B est tre`s
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FIG. 3.11 - Courbes de stabilite´ marginale montrant l’influence de la rigidite´ flexurale pour une raideur des
ressorts fixe´e a` (a) K = 1 000 et (b) K = 100. Dans les deux cas, d = 0. Les courbes neutres en trait plein
prennent en compte toutes les instabilite´s. Les courbes neutres en trait pointille´ se rapportent aux seuls
tourbillons.
faible, meˆme les tourbillons de longueur d’onde β ≈ 2 sont de´stabilise´s. La figure met aussi en e´vidence
une proprie´te´ inte´ressante pour les grandes longueurs d’onde. Les courbes neutres se rejoignent pour β
suffisamment petit. Cela signifie que B a peu d’influence sur la stabilite´ des faibles nombres d’onde a` la
fois pour les modes hydroe´lastiques (trait plein) et les tourbillons de Dean (trait pointille´). On peut aussi
le voir graˆce a` l’e´quation de de´placement de la paroi rappele´e ici pour d = T = 0 :
[
mσ2 +
1
Re2
(
Bk4 +K
)]
ηˆ = ±pˆ(±1)
avec k2 = α2 + β2. Pour α = 0, le terme Bβ4 est ne´gligeable devant le terme K lorsque β est petit
devant (K/B)1/4.
3.2.4 Bilan e´nerge´tique
Nous avons e´tabli au chapitre pre´ce´dent l’e´quation re´gissant l’e´volution temporelle de l’e´nergie
cine´tique. Graˆce a` cette e´quation, nous pouvons comparer l’e´volution e´nerge´tique des tourbillons pour
des parois rigides et compliantes et de´terminer quels sont les termes qui de´stabilisent les tourbillons
de grande longueur d’onde, stables dans le cas rigide. De meˆme, nous pouvons identifier les termes
responsables de la de´stabilisation des modes hydroe´lastiques. L’e´quation pour l’e´volution temporelle de
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l’e´nergie cine´tique est rappele´e ici :
d
dt
∫ 1
−1
1
2
uiuidy =
(I1)︷ ︸︸ ︷
−
∫ 1
−1
U ′uvdy
(I2)︷ ︸︸ ︷
− 1
Re
∫ 1
−1
∂ui
∂xj
∂ui
∂xj
dy
+
γ
2
∫ 1
−1
Uuvdy︸ ︷︷ ︸
(G1)
− γ
2
∫ 1
−1
pvdy︸ ︷︷ ︸
(G2)
+
γ
Re
∫ 1
−1
(
y
∂ui
∂x
∂ui
∂x
+ u
∂v
∂x
− v∂u
∂x
)
dy︸ ︷︷ ︸
(G3)
−vp 1−1︸ ︷︷ ︸
(C1)
+
1
Re
(
u
∂u
∂y
+ v
∂v
∂y
) 1
−1︸ ︷︷ ︸
(C2)
+
γ
4Re
(
u2 + v2
) 1
−1︸ ︷︷ ︸
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.
−0.01 −0.005 0 0.005 0.01 0.015−0.75
−0.5
−0.25
0
0.25
0.5
0.75
Dean
FISI1
FISI1
FISI2
FISI2
σ
r
σi
β = 0.2
β = 0.7
β=2
(a)
0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5−0.04
−0.03
−0.02
−0.01
0
0.01
0.02
0.03
Dean
FISI1
FISI2
β
(dE
k/d
t)/
E k
(b)
FIG. 3.12 - Energie cine´tique. (a) Spectre des valeurs propres montrant l’e´volution des principales perturbations
homoge`nes dans la direction longitudinale en fonction du nombre d’onde transverse (0.1 ≤ β ≤ 2) et (b) taux
d’amplification de l’e´nergie cine´tique en fonction du nombre transverse pour les meˆmes perturbations
(0.1 ≤ β ≤ 3.7). Les fle`ches indiquent le sens des β croissants. Les parame`tres sont Re = 225, K = 1000,
B = 4000 et d = 0.
L’e´tude du bilan e´nerge´tique sera mene´e a` l’aide du spectre de valeurs propres pre´sente´ figure 3.12(a).
Nous avons fixe´ Re = 225, K = 1000, B = 4000 et d = 0 et fait varier β entre 0.1 et 2.0 en trac¸ant
tous les points du spectre. Les trois modes principaux : le mode centrifuge et les modes FISI 1, FISI 2
sont identifie´s. Le mode FISI 1 est instable pour β < 0.5 puis lorsque β augmente, c’est au tour du
mode centrifuge d’eˆtre instable pour β > 0.82. Cela est confirme´ par l’e´volution du taux d’amplification
( 1
Ek
dEk
dt
= 2σr) de l’e´nergie cine´tique des perturbations (cf. figure 3.12(b)). Notons que, bien que les
modes FISI dominent pour les faibles valeurs de β, leur taux d’amplification demeure tre`s faible et il est
probable que ces modes ne puissent pas eˆtre en pratique responsables de la transition vers la turbulence.
Sur la figure 3.13(a), l’e´volution des principaux termes du bilan d’e´nergie cine´tique est trace´e en
fonction de β pour les modes FISI 1, instables pour les petits nombres d’onde. Le bilan est domine´ par
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les termes (I2), (C1) et (C2). Les termes de´pendant de γ n’ont qu’une faible influence et ne sont pas
trace´s sur la figure. Le terme (I1) qui traduit les e´changes d’e´nergie entre la perturbation et l’e´coulement
moyen est faible, ce qui paraıˆt raisonnable pour un mode duˆ a` la flexibilite´ de la paroi. Le terme (I2),
caracte´risant la dissipation visqueuse, a un fort effet stabilisant. Les termes (C1) et (C2) ont tous deux
une influence de´stabilisante. (C2) repre´sente les e´changes e´nerge´tiques dus au travail exerce´ sur la paroi
par les fluctuations des contraintes visqueuses. Ce terme reste a` peu pre`s constant lorsque β varie et
repre´sente la principale source d’e´nergie pour les petits nombres d’onde. C’est le terme (C1), c’est-
a`-dire le taux de travail exerce´ par les fluctuations de pression sur la paroi, qui pre´domine lorsque β
augmente mais cette production d’e´nergie est compense´e par les pertes par dissipation (I2). Comme on
pouvait s’y attendre, ce sont donc les termes lie´s aux parois (C1) et (C2) qui produisent de l’e´nergie.
Le calcul de la vitesse de groupe des modes FISI peut nous renseigner sur la direction dans laquelle
ces ondes transportent de l’e´nergie. Pour les parame`tres de la figure 3.12(a), avec α = 0 et β = 0.2 par
exemple, la vitesse de phase suivant z des modes FISI 1 est cz = ±0, 414 et les deux composantes de la
vitesse de groupe sont cgx = −∂σi/∂α = 0, 2407 et cgz = −∂σi/∂β = ±0, 0136. Les modes FISI 1
transportent donc de l’e´nergie de manie`re oblique dans le plan (x, z).
L’e´volution des principaux termes du bilan e´nerge´tique pour le mode stable FISI 2 est repre´sente´e
sur la figure 3.13(b). Les conclusions sont les meˆmes que pour le mode FISI 1 mais le mode FISI 2
reste stable car l’effet de´stabilisant de (C2) est compense´ par l’e´change d’e´nergie entre la perturbation
et l’e´coulement moyen (I1 < 0).
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FIG. 3.13 - Principaux termes du bilan d’e´nergie cine´tique, norme´s par Ek pour les modes (a) FISI 1 et (b)
FISI 2. Les parame`tres sont les meˆmes que sur la figure 3.12(b).
L’e´nergie cine´tique du tourbillon de Dean et les principaux termes du bilan d’e´nergie sont calcule´s
pour Re = 275 et compare´s au cas ou` les parois sont rigides sur la figure 3.14. Lorsque les parois
sont rigides, les termes principaux sont (I1) et (I2), les tourbillons e´tant de´stabilise´s par un e´change
d’e´nergie avec l’e´coulement moyen (I1 > 0). Lorsque les parois sont compliantes, les principaux termes
du bilan d’e´nergie sont (I1), (I2) et (C2). La de´stabilisation des tourbillons pour les faibles valeurs
de β est due a` la fois a` une diminution de la dissipation visqueuse (I2) et a` l’apport d’e´nergie par
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le travail a` la paroi des contraintes visqueuses (C2). Le me´canisme de de´stabilisation est diffe´rent de
celui observe´ pour les ondes TS (Davies & Carpenter, 1997b) ou l’instabilite´ transverse pour le disque
tournant (Cooper & Carpenter, 1997b). Dans ces deux cas, la de´stabilisation est due a` une augmentation
de l’e´nergie produite par les contraintes de Reynolds (I1).
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FIG. 3.14 - (a) Evolution du taux de croissance de l’e´nergie cine´tique du tourbillon de Dean en fonction du
nombre d’onde transverse et (b) principaux termes du bilan d’e´nergie cine´tique. Tous les termes sont norme´s par
Ek . Les parame`tres sont Re = 275, K = 1000, B = 4000 et d = 0.
3.2.5 Influence de la dissipation viscoe´lastique d
Jusqu’a` pre´sent, nous avons toujours conside´re´ des parois sans amortissement viscoe´lastique. Il s’agit
d’un cas ide´al car en pratique d n’est jamais exactement nul. L’influence de la dissipation sur la courbe
neutre est e´tudie´e figure 3.15. Le mode hydroe´lastique pre´sent pour d = 0 est stabilise´ en pre´sence
d’amortissement dans la paroi meˆme tre`s faible. Les courbes neutres pour diffe´rentes valeurs de d 6= 0
sont superpose´es et correspondent a` l’apparition de tourbillons de Dean instables. L’effet de d apparaıˆt
plus pre´cise´ment sur les courbes a` taux d’amplification constant. Par exemple, pour le cas σr = 0.01
trace´ sur la figure 3.15, il apparaıˆt que les modes a` faible nombre d’onde sont stabilise´s par la pre´sence
d’amortissement : l’apparition de l’instabilite´ n’est pas retarde´e mais les tourbillons croissent moins
rapidement. Pour d = 1000, la courbe σr = 0, 01 approche celle correspondant au cas rigide (cf. fig.
3.3(a)).
La figure 3.16 pre´sente l’e´volution temporelle de l’e´nergie cine´tique et les principaux termes du bilan
e´nerge´tique pour les modes FISI 1 stabilise´s par la dissipation viscoe´lastique. Lorsque d = 0, nous avons
vu (cf. fig. 3.13(a)) que les modes FISI 1 sont de´stabilise´s par le terme C2 pour les faibles nombres
d’onde. En pre´sence d’amortissement, les e´changes e´nerge´tiques avec l’e´coulement moyen (I1) ont un
fort effet stabilisant et compensent l’effet de´stabilisant de (C2).
68
3.2 Perturbations bidimensionnelles homoge`nes dans la direction longitudinale
50 100 150 200 250 300
0.5
1
1.5
2
2.5
3
3.5
4
4.5
5
β
Re
d = 0
d = 100
d = 500
d = 1000
σ
r
 = 0 
σ
r
 = 0.01 
FIG. 3.15 - Courbes neutres et courbes de taux d’amplification constant σr = 0.01 pour diffe´rents coefficients
d’amortissement. Les parame`tres sont K = 100 et B = 400.
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FIG. 3.16 - (a) Influence de d sur l’e´volution du taux de croissance de l’e´nergie cine´tique en fonction de β pour
le mode FISI 1 et (b) principaux termes du bilan d’e´nergie cine´tique, norme´s par Ek pour les modes FISI 1 avec
Re = 225 et d = 100. Les autres parame`tres des parois sont B = 4 000 et K = 1 000.
Conclusion pour les perturbation homoge`nes dans la direction longitudinale
L’e´tude parame´trique a mis en e´vidence deux types d’instabilite´s homoge`nes dans la direction longi-
tudinale : l’instabilite´ centrifuge, pre´sente e´galement lorsque les parois sont rigides, et l’instabilite´ des
modes hydroe´lastiques. La compliance des parois a un effet de´stabilisant sur les tourbillons de Dean, en
particulier sur les tourbillons de grande longueur d’onde. Cette de´stabilisation est due a` l’effet conjoint
d’une diminution par rapport au cas rigide des pertes e´nerge´tiques par dissipation visqueuse et au tra-
vail exerce´ a` la paroi par les contraintes visqueuses. La pre´sence d’amortissement viscoe´lastique dans la
paroi a peu d’influence sur l’apparition de l’instabilite´. En l’absence d’amortissement, l’instabilite´ cen-
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trifuge est pre´ce´de´e d’un mode FISI de tre`s grande longueur d’onde de´stabilise´ par le travail a` la paroi
des contraintes visqueuses. Le taux de croissance de ce mode est tre`s faible et il est stabilise´ meˆme pour
des faibles niveaux d’amortissement ce qui laisse supposer qu’il ne peut pas provoquer la transition en
pratique.
3.3 Perturbations bidimensionnelles homoge`nes dans la direction trans-
verse (β = 0)
Cette partie traite des perturbations qui ont meˆme ge´ome´trie que les ondes TS bidimensionnelles.
Les re´sultats que nous obtenons sont tre`s similaires a` ceux obtenus notamment par Davies & Carpenter
(1997a) pour le cas du canal plan. C’est pourquoi cette partie sera moins de´taille´e que la pre´ce´dente.
3.3.1 Parois rigides
Pour des parois rigides avec γ = 0.025, le nombre de Reynolds critique d’apparition de l’instabilite´
visqueuse des ondes TS est Rec = 5815 pour un nombre d’onde critique αc = 1.018. Pour le parame`tre
de courbure choisi, les tourbillons de Dean apparaissent pour Rec ≈ 170. Ce n’est donc pas l’instabilite´
des ondes TS qui va provoquer la transition. Gibson & Cook (1974) ont effectivement montre´ que les
ondes TS ne provoquent la transition que pour γ < 2.179 × 10−5. La comparaison des courbes neutres
et des courbes a` taux d’amplification constant (fig. 3.17) pour des parois planes et des parois courbes
montre que la courbure des parois stabilise le´ge`rement les ondes TS.
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FIG. 3.17 - Courbe neutre et courbes a` taux d’amplification positif constant pour l’instabilite´ des ondes TS aux
parois rigides montrant l’influence de la courbure des parois. L’espacement entre deux courbes adjacentes est
∆σr = 0.02.
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3.3.2 Parois compliantes
L’influence de la courbure sur la stabilite´ marginale des ondes TS en pre´sence de parois compliantes
est illustre´e sur la figure 3.18(a) pour diffe´rents parame`tres de paroi. Les re´sultats obtenus pour γ = 0
(trait pointille´) sont identiques a` ceux de Davies & Carpenter (1997a) (cf. leur figure 1), ce qui valide
nos re´sultats pour le cas compliant. Lorsque la flexibilite´ des parois augmente (lorsque B augmente),
le nombre de Reynolds critique d’apparition de l’instabilite´ augmente : il est e´gal a` Rec = 5816 pour
B = 24 × 107 et Rec = 7110 pour B = 4 × 107. De plus, la zone d’instabilite´ se re´duit jusqu’a`
ne plus former qu’une boucle pour B = 4 × 107, boucle qui disparaıˆt pour des valeurs de B plus
grandes. Lorsque les parois sont courbes (trait plein), l’effet stabilisant de la flexibilite´ des parois est
le´ge`rement renforce´. Comme pour des parois planes, on montre donc ici que la flexibilite´ des parois peut
comple`tement annihiler l’instabilite´ des ondes TS. De meˆme, comme pour des parois planes, la pre´sence
de dissipation dans la paroi de´stabilise le´ge`rement le mode TS et ce d’autant plus que la flexibilite´ des
parois est grande (cf. fig. 3.18(b)).
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FIG. 3.18 - Courbes de stabilite´ marginale pour l’instabilite´ de Tollmien-Schlichting montrant l’influence (a) de
la compliance et de la courbure des parois pour d = 0 et (b) de la pre´sence de dissipation pour le cas γ = 0, 025.
Dans les deux cas, K = B/4.
Des instabilite´s sont induites par la flexibilite´ de la paroi (Carpenter & Garrad, 1985, 1986) en plus
du mode TS visqueux. Ces instabilite´s ont e´te´ se´pare´es en deux cate´gories, les modes hydroe´lastiques
quasi-syme´triques et les modes hydroe´lastiques quasi-antisyme´triques, le pre´fixe « quasi » rappelant la
pre´sence de la courbure qui brise le´ge`rement la syme´trie du proble`me. L’e´tude de Davies & Carpenter
(1997a) pour le canal plan traitait uniquement le cas des modes hydroe´lastiques ayant la meˆme parite´ que
les ondes TS, c’est-a`-dire syme´triques (la perturbation vˆ est syme´trique par rapport a` la demi-hauteur du
canal). Il a cependant e´te´ montre´ par Nagata & Cole (1999) que l’instabilite´ des modes hydroe´lastiques
antisyme´triques pre´ce´dait toujours celle des modes syme´triques dans le cas du canal plan (du moins pour
la gamme de parame`tres conside´re´s par Davies & Carpenter (1997a)).
Nous retrouvons cette tendance dans le cas du canal courbe, les courbes neutres e´tant peu modifie´es
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par rapport au cas ou` les parois sont planes. Sur la figure 3.19 est trace´ le spectre des principales valeurs
propres pour un nombre d’onde α = 1 et pour un nombre de Reynolds variant entre 3 000 ≤ Re ≤
16 000. Les parame`tres des parois sont fixe´s a` B = 4 × 107, K = B/4 et d = 0. La figure met en
e´vidence la pre´sence de quatre modes hydroe´lastiquess, deux modes quasi-antisyme´triques note´s ATWF
pour quasi-antisymmetric travelling-wave flutter et deux modes quasi-syme´triques note´s STWF pour
quasi-symmetric travelling-wave flutter. Les modes hydroe´lastiques ne sont plus ici conjugue´s deux a`
deux comme pour le cas α = 0. Pour 3000 < Re < 5000, les deux modes hydroe´lastiques a` vitesse
de phase positive (c’est-a`-dire σi < 0) restent tre`s proches de l’axe imaginaire. Le mode antisyme´trique
de´clenche l’instabilite´ pour Re = 8766 puis son taux d’amplification augmente de manie`re significative
avec le nombre de Reynolds. Ce mode pre´domine jusqu’a` Re = 11425 (cf. Re = 10 000 sur la figure)
puis pour Re > 11425, c’est le mode syme´trique qui est le plus instable (cf. Re = 16 000 sur la figure).
Le mode TS est toujours stable pour la gamme de parame`tres choisie. Les deux modes hydroe´lastiques a`
vitesse de phase ne´gative sont toujours stables et ce d’autant plus que le nombre de Reynolds augmente.
Les fonctions propres associe´es aux deux modes hydroe´lastiques instables montrent dans les deux cas
une se´paration de l’e´coulement en deux re´gions avec de fortes vitesses en proche paroi (cf. figure 3.20).
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FIG. 3.19 - Spectre des valeurs propres montrant l’e´volution des principaux modes longitudinaux en fonction du
nombre de Reynolds (3000 ≤ Re ≤ 16000) pour un nombre d’onde longitudinal fixe´ a` α = 1. Les diffe´rents
modes sont note´s TS (mode de Tollmien-Schlichting), ATWF (mode hydroe´lastique quasi-antisyme´trique ou
quasi-antisymmetric travelling- wave flutter et STWF (mode hydroe´lastique quasi-syme´trique ou quasi-symmetric
travelling-wave flutter). Les fle`ches indiquent le sens des Re croissants. Les parame`tres des parois sont K = 107,
B = 4K , d = 0 et m = 2.
La figure 3.21 pre´sente les courbes neutres et a` taux d’amplification constant dans le plan (α, Re) pre-
nant en compte l’ensemble des perturbations (et plus uniquement les ondes TS comme sur la figure 3.18).
La figure 3.21(a), pour B = 4×107, montre bien que la transition peut eˆtre initie´e par les modes de paroi
antisyme´triques (Nagata & Cole, 1999). Les ruptures de pente sur les courbes, a` partir de Re ≈ 12 000,
correspondent aux points ou` les modes syme´triques pre´dominent a` leur tour. L’instabilite´ des ondes hy-
droe´lastiques masque l’instabilite´ des ondes TS. Pour une plus grande rigidite´ flexurale B = 24 × 107
(cf. figure 3.21(b)), l’instabilite´ de Tollmien-Schlichting pre´ce`de celle des modes hydroe´lastiques pour
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FIG. 3.20 - Vitesses longitudinale uˆ et normale vˆ (valeurs absolues norme´es par uˆ maximum) des deux modes
hydroe´lastiques instables (a) STWF et (b) ATWF a` Re = 10000. Les autres parame`tres sont les meˆmes que pour
la figure 3.19.
les faibles valeurs de Re. Pour de plus grandes valeurs du nombre de Reynolds, le mode hydroe´lastique
antisyme´trique de´stabilise une large gamme de nombre d’ondes. Comme pour B = 4×107, le mode hy-
droe´lastique syme´trique pre´domine pour les grandes valeurs du nombre de Reynolds (Re > 20 000, non
montre´ sur la figure). On remarque e´galement sur la figure 3.21(b) que le mode TS n’est pratiquement
pas affecte´ par la pre´sence d’amortissement dans la paroi alors que les modes hydroe´lastiques (comme
pour le cas α = 0) sont nettement stabilise´s. L’influence des valeurs respectives de B et K est conside´re´e
sur la figure 3.22 pour une rigidite´ flexurale fixe´e a` B = 24×107 et pour une raideur de ressorts variable.
Lorsque la raideur des ressorts diminue, les ondes TS sont le´ge`rement stabilise´es et, comme pour le cas
α = 0, les modes hydroe´lastiques sont fortement de´stabilise´s. L’influence qualitative des parame`tres K
et B est la meˆme.
Pour re´sumer, nos calculs nous permettent de retrouver les re´sultats obtenus par Davies & Carpenter
(1997b) pour un canal plan. La prise en compte de la courbure des parois a un effet le´ge`rement stabi-
lisant sur les diffe´rents modes mais de manie`re ge´ne´rale les re´sultats sont peu modifie´s par rapport au
cas plan. Les ondes TS sont stabilise´es par la compliance des parois et le´ge`rement de´stabilise´es par la
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FIG. 3.21 - Courbes a` taux d’amplification positif constant (l’espace constant entre deux courbes adjacentes est
∆σr = 0.01) pour les perturbations longitudinales montrant les principaux modes instables avec (a) K = 107,
B = 4× 107 et (b)K = 6× 107, B = 24× 107. Dans (b) l’effet de la dissipation est aussi montre´.
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FIG. 3.22 - Courbes de stabilite´ marginale montrant l’influence de la raideur des ressorts K sur les perturbations
longitudinales pour une rigidite´ flexurale fixe´e a` B = 24× 107 (d = 0).
pre´sence d’amortissement viscoe´lastique. Les modes hydroe´lastiques sont se´pare´s en deux cate´gories,
les modes hydroe´lastiques quasi-syme´triques et les modes hydroe´lastiques quasi-antisyme´triques, tous
deux stabilise´s en pre´sence d’amortissement. Nous montrons que les modes quasi-antisyme´triques sont
les plus instables, ce qui confirme les conclusions pour le canal plan de Nagata & Cole (1999).
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3.4 Perturbations tridimensionnelles
Le the´ore`me de Squire (Drazin & Reid, 1981, par exemple) stipule que pour tout mode TS tri-
dimensionnel instable, il existe un mode bidimensionnel plus instable. C’est pourquoi les e´tudes de
stabilite´ line´aire s’inte´ressent la plupart du temps uniquement aux perturbations bidimensionnelles.
Gibson & Cook (1974) ont montre´ que ce re´sultat e´tait valable pour le canal courbe a` faible parame`tre
de courbure et qu’il suffit donc de conside´rer des ondes TS bidimensionnelles (β = 0) et des pertur-
bations axisyme´triques (α = 0) pour statuer sur la stabilite´ line´aire de l’e´coulement. Cette conclusion
est vraie en pre´sence de parois rigides. Avec l’adimensionnalisation que nous avons choisie pour les
parame`tres de paroi, le the´ore`me de Squire peut eˆtre e´tendu au cas du canal plan avec parois compliantes
(Rotenberry & Saffman, 1990). Mais, a` notre connaissance, il n’existe pas d’e´quivalent pour un canal
aux parois a` la fois courbes et compliantes. C’est pourquoi nous e´tudions brie`vement dans cette partie
les perturbations tridimensionnelles.
3.4.1 Parois rigides
La figure 3.23, qui concerne la stabilite´ du canal courbe aux parois rigides, nous servira de re´fe´rence
pour analyser les re´sultats dans le cas ou` les parois sont compliantes. Elle pre´sente les courbes a`
taux d’amplification positif constant pour l’instabilite´ visqueuse et l’instabilite´ centrifuge pour α = 1.
L’e´volution du point critique des deux instabilite´s en fonction de α est e´galement trace´e. La figure montre
que les tourbillons stationnaires tridimensionnels sont stabilise´s lorsque α augmente. Les tourbillons
les plus instables correspondent au cas bidimensionnel α = 0. Cela confirme qu’il existe un e´quivalent
du the´ore`me de Squire pour l’instabilite´ centrifuge. Il suffit donc de conside´rer les perturbations bi-
dimensionnelles si l’on recherche les conditions critiques d’apparition de l’instabilite´. De meˆme, le
mode visqueux TS est stabilise´ lorsque β augmente ; les conditions critiques d’apparition de l’instabilite´
correspondent a` Rec = 5814 et αc = 1.018 pour β = 0. Pour le parame`tre de courbure que nous avons
choisi, le mode 3D centrifuge pre´domine toujours par rapport au mode TS 3D.
3.4.2 Parois compliantes
Lorsque les parois sont compliantes, on retrouve les tendances observe´es dans le cas bidimensionnel.
Les courbes neutres pour α = 0.5, 1 et 2 sont trace´es dans le plan (Re, β) sur les figures 3.24, 3.25
et 3.26 pour diffe´rentes valeurs de rigidite´ flexurale : B = 4 000, B = 4 × 105 et B = 4 × 107.
Pour ces parame`tres, un mode hydroe´lastique, oblique dans le plan horizontal, pre´domine par rapport a`
l’instabilite´ des ondes TS pour les faibles valeurs de β. Pour des valeurs de β plus importantes, c’est
l’instabilite´ centrifuge qui pre´domine. L’instabilite´ centrifuge croıˆt cependant beaucoup plus lentement
que le mode hydroe´lastique comme le montre la comparaison pour les deux cas de l’espacement entre
les courbes a` taux de croissance constant. Comme dans le cas bidimensionnel, lorsque B augmente,
le mode d’instabilite´ centrifuge est peu modifie´ et l’apparition du mode hydroe´lastique est repousse´e
vers des nombres de Reynolds plus e´leve´s. Les modes hydroe´lastiques les plus instables sont les modes
bidimensionnels de nombre d’onde β = 0. Les modes centrifuges les plus instables sont les modes
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FIG. 3.23 - Modes tridimensionnels dans le plan (Re, β) pour le canal courbe aux parois rigides. Traits pleins :
e´volution du point critique d’apparition des deux instabilite´s en fonction du nombre d’onde α (instabilite´
centrifuge : 0 ≤ α ≤ 1.6 ; instabilite´ de Tollmien-Schlichting : 0.37 ≤ α ≤ 1.018). Pour chaque mode, les fle`ches
indiquent le sens des α croissants. Traits pointille´s : courbes de taux d’amplification positif constant pour le cas
α = 1 (l’espace constant entre deux courbes adjacentes est ∆σr = 0.001).
bidimensionnels de nombre d’onde α = 0 (non montre´ sur les figures). C’est pourquoi les re´sultats
laissent penser qu’il existe un e´quivalent du the´ore`me de Squire pour des parois a` la fois courbes et
compliantes meˆme si nous ne l’avons pas de´montre´.
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FIG. 3.24 - Courbes de taux d’amplification positif constant pour le canal courbe aux parois compliantes avec
α = 0.5 (l’espace constant entre deux courbes adjacentes est ∆σr = 0.01) ; (a) B = 4× 103, (b) B = 4× 105
et (c) B = 4× 107. Dans tous les cas, K = B/4. Les deux instabilite´s pre´sentes sont l’instabilite´ centrifuge et le
mode hydroe´lastique (note´ FISI).
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FIG. 3.25 - Courbes de taux d’amplification positif constant pour le canal courbe aux parois compliantes avec
α = 1 (l’espace constant entre deux courbes adjacentes est ∆σr = 0.01) ; (a) B = 4× 103, (b) B = 4× 105 et
(c) B = 4× 107. Dans tous les cas, K = B/4. Les deux instabilite´s pre´sentes sont l’instabilite´ centrifuge et le
mode hydroe´lastique (note´ FISI).
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FIG. 3.26 - Courbes de taux d’amplification positif constant pour le canal courbe aux parois compliantes avec
α = 2 (l’espace constant entre deux courbes adjacentes est ∆σr = 0.01) ; (a) B = 4× 103, (b) B = 4× 105 et
(c) B = 4× 107. Dans tous les cas, K = B/4. Les deux instabilite´s pre´sentes sont l’instabilite´ centrifuge et le
mode hydroe´lastique (note´ FISI).
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3.5 Conclusion
Nous avons mene´ l’e´tude de la stabilite´ line´aire de l’e´coulement dans un canal courbe aux parois com-
pliantes mode´lise´es comme des coques minces sur ressorts suivant l’approche de Carpenter & Garrad
(1985). Les diffe´rentes perturbations ont e´te´ se´pare´es suivant leur ge´ome´trie : les perturbations ho-
moge`nes dans la direction longitudinale (α = 0), les perturbations homoge`nes dans la direction trans-
verse (β = 0) et les perturbations tridimensionnelles (α 6= 0, β 6= 0). L’analyse de la stabilite´ des
perturbations tridimensionnelles semble indiquer qu’un e´quivalent du the´ore`me de Squire existe pour un
canal courbe aux parois compliantes et qu’il suffit donc d’e´tudier les perturbations bidimensionnelles.
Pour les perturbations homoge`nes dans la direction transverse, les conclusions sont les meˆmes que pour
le canal plan (Davies & Carpenter, 1997a; Nagata & Cole, 1999). Les ondes TS sont stabilise´es par la
compliance des parois et des modes hydroe´lastiques apparaissent et pre´ce`dent l’apparition des ondes TS
pour des parois suffisamment flexibles. Les modes hydroe´lastiques antisyme´triques sont plus instables
que les modes hydroe´lastiques syme´triques ce qui confirme les re´sultats de Nagata & Cole (1999). No-
tons que l’e´tude parame´trique ne nous a pas permis de mettre en e´vidence d’instabilite´ de divergence ou
de mode de coalescence.
D’apre`s nos re´sultats, il y a peu d’espoir de retarder la transition lorsqu’elle est initie´e par les pertur-
bations homoge`nes dans la direction longitudinale. La compliance des parois a un fort effet de´stabilisant
sur les tourbillons de Dean de grande longueur d’onde. Nous mettons de plus en e´vidence l’apparition
de modes hydroe´lastiques homoge`nes dans la direction transverse. Toutefois, le taux de croissance de
ces modes hydroe´lastiques est tre`s faible et ils sont stabilise´s par les pertes viscoe´lastiques. Ils ont donc
a` notre avis peu de chance de provoquer la transition en pratique, en tout cas pour le parame`tre de cour-
bure conside´re´. Le nombre d’onde le plus instable semble eˆtre β = 0, nous reviendrons sur ce point au
chapitre 5.
Les expe´riences de Yurchenko & Babenko (1987) et l’analyse asymptotique de Denier & Hall (1991),
qui utilisent un mode`le de paroi voisin du noˆtre, concluent a` une stabilisation des tourbillons de Go¨rtler
dans le cas de la couche limite sur paroi concave compliante. Les me´canismes de ge´ne´ration des tour-
billons de Dean et de Go¨rtler sont similaires. Nos re´sultats et ceux de Yurchenko & Babenko (1987) et
Denier & Hall (1991) semblent donc contradictoires. La diffe´rence principale entre les tourbillons de
Dean et les tourbillons de Go¨rtler est que les tourbillons de Dean occupent toute la hauteur du canal
courbe alors que les tourbillons de Go¨rtler sont confine´s dans une zone de proche paroi. Comme l’in-
fluence de la flexibilite´ des parois est maximale en proche paroi, on pourrait s’attendre a` une influence
plus grande de la compliance des parois sur les tourbillons de Go¨rtler que sur les tourbillons de Dean.
Cela ne suffit cependant pas a` expliquer des comportements oppose´s.
Le mode`le de paroi que nous avons choisi est relativement simple. Le mouvement tangentiel des pa-
rois est ne´glige´, ainsi que l’influence des contraintes visqueuses sur le de´placement de la paroi. Toutefois,
a` notre connaissance, la complexite´ du mode`le de paroi a une influence essentiellement quantitative sur
la stabilite´ d’un e´coulement. Ne´anmoins, ce re´sultat reste a` prouver dans le cas du canal courbe. Notons
toutefois que Denier & Hall (1991) utilisent un mode`le surfacique de paroi encore plus simplifie´, mode`le
pour lequel seul le parame`tre de rigidite´ flexurale est non nul (m = d = K = T = 0).
Nous atteignons ici les limites de l’e´tude parame´trique. Le proble`me faisant intervenir un grand
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nombre de parame`tres, nous en avons fixe´ un certain nombre arbitrairement. Aussi, rien ne prouve
qu’il n’existe pas un jeu de parame`tres de paroi qui permette de stabiliser les tourbillons. Rappelons par
exemple que l’instabilite´ de type II pour l’e´coulement sur disque tournant est de´stabilise´e par les faibles
niveaux de flexibilite´ mais stabilise´e pour des niveaux de flexibilite´ plus e´leve´s (Cooper & Carpenter,
1997b).
Nous avons mene´ l’e´tude de la stabilite´ de l’e´coulement de Taylor-Couette, e´galement soumis a` un
me´canisme d’instabilite´ centrifuge, avec la meˆme de´marche que dans ce chapitre. En anticipant les
conclusions du chapitre 4, disons d’ores et de´ja` que l’influence de la compliance des parois sur les
tourbillons de Taylor est similaire a` celle observe´e pour les tourbillons de Dean. Ces re´sultats concordent
cette fois avec les quelques e´tudes existantes.
Un prolongement naturel de cette e´tude serait d’ame´liorer la mode´lisation de la paroi pour voir si
un mode`le plus re´aliste a une influence diffe´rente sur la stabilite´ de l’e´coulement. A notre avis, le pro-
longement le plus inte´ressant de l’e´tude consisterait plutoˆt dans un premier temps a` utiliser la meˆme
approche the´orique pour e´tudier la stabilite´ des tourbillons de Go¨rtler. Les re´sultats pourraient eˆtre alors
directement compare´s a` ceux de Yurchenko & Babenko (1987) et Denier & Hall (1991).
Avant de passer a` l’e´tude de l’e´coulement de Taylor-Couette, notons que certaines particularite´s des
modes hydroe´lastiques de grande longueur d’onde homoge`nes dans la direction longitudinale n’ont pas
e´te´ de´crites. Ces particularite´s, que nous appellerons par la suite e´changes de modes, concernent les
modes stables. Ces e´changes existent e´galement pour l’e´coulement de Taylor-Couette et seront de´taille´es
dans le chapitre 4 consacre´ a` cet e´coulement. Nous y reviendrons e´galement dans le chapitre 5 qui
concerne la stabilite´ du canal courbe dans la limite des perturbations transverses de grande longueur
d’onde.
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Chapitre 4
Stabilite´ line´aire de l’e´coulement de
Taylor-Couette entre deux cylindres aux
parois compliantes
Ce chapitre traite de la stabilite´ line´aire de l’e´coulement de Taylor-Couette en pre´sence de parois
compliantes. Le fluide compris entre deux cylindres coaxiaux de hauteur infinie est mis en mouvement
par la rotation du cylindre inte´rieur, le cylindre exte´rieur restant immobile. Comme l’e´coulement en canal
courbe, cet e´coulement est soumis a` un me´canisme d’instabilite´ centrifuge lorsque les parois sont rigides.
L’instabilite´ se traduit par l’apparition d’un empilement de tourbillons toroı¨daux contrarotatifs, appele´s
tourbillons de Taylor.
L’e´tude en pre´sence de parois compliantes sera se´pare´e en deux parties : on e´tudiera d’une part les per-
turbations axisyme´triques, qui sont les plus instables lorsque les parois sont rigides, puis les perturbations
non-axisyme´triques. Les instabilite´s d’origine fluide pre´sentes dans le canal courbe et dans l’e´coulement
de Taylor-Couette sont toutes deux d’origine centrifuge. En conse´quence, un certain nombre de re´sultats
de ce chapitre sont similaires a` ceux obtenus dans le cas du canal courbe.
La pe´riodicite´ de l’e´coulement impose que le nombre d’onde azimutal α soit proportionnel a` un entier
n via la relation
α = nγ/2.
C’est pourquoi les re´sultats de ce chapitre seront pre´sente´s en fonction de l’entier n, plutoˆt que de α, et
du nombre d’onde axial β. Le parame`tre de courbure est choisi e´gal a`
γ = 0.0174
comme dans les expe´riences de Prigent & Dauchot (2000). Les parame`tres caracte´risant les parois sont
identiques a` ceux choisis pour l’e´coulement en canal courbe (cf. chapitre 3) sauf en ce qui concerne
l’influence du parame`tre de dissipation viscoe´lastique qui ne sera pas prise en compte dans cette e´tude.
On imposera donc
m = 2, T = 0 et d = 0,
STABILITE´ LINE´AIRE DE L’E´COULEMENT ENTRE DEUX CYLINDRES AUX PAROIS COMPLIANTES
et on fera varier le parame`tre de rigidite´ flexurale B et la raideur des ressorts K.
4.1 Perturbations axisyme´triques (n = 0)
4.1.1 Cas ge´ne´ral
Dans cette partie, nous nous inte´ressons aux perturbations axisyme´triques, pour lesquelles le nombre
d’onde azimutal est nul. Lorsque les parois sont rigides, ce sont les modes centrifuges axisyme´triques
qui sont les plus instables.
La figure 4.1 pre´sente une comparaison des spectres des principales valeurs propres lorsque les parois
sont rigides ou compliantes pour un nombre de Reynolds fixe´ a` Re = 250 et pour un nombre d’onde
β = 2. Lorsque les parois sont compliantes, on retrouve les modes centrifuges pre´sents dans le cas
rigide. Ces modes ont des valeurs propres re´elles ou conjugue´es deux a` deux. Un mode centrifuge a`
valeur propre re´elle est instable sur la figure. Quatre nouveaux modes sont autorise´s par la flexibilite´ des
parois. Ces quatre modes hydroe´lastiques, note´s FISI, ont des valeurs propres conjugue´es deux a` deux :
ils ont un meˆme taux de croissance et des vitesses de phase oppose´es. La superposition de deux modes
FISI peut donc donner lieu a` une onde stationnaire. Les valeurs propres des modes FISI sont stables dans
le cas conside´re´.
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FIG. 4.1 - Spectre des principales valeurs propres axisyme´triques pour l’e´coulement de Taylor-Couette en
pre´sence de parois rigides et compliantes pour Re = 250 et β = 2. Les parame`tres des parois compliantes sont
B = 400, K = B/16 et d = 0. Les modes hydroe´lastiques sont note´s FISI.
Le nombre de Reynolds critique d’apparition de l’instabilite´ centrifuge pour des parois rigides est
Rec = 158 pour un nombre d’onde axial critique βc = 1.56. La courbe neutre correspondant au cas rigide
est trace´e sur la figure 4.2. Cette figure pre´sente e´galement les courbes neutres pour diffe´rents parame`tres
B et K de parois compliantes. L’influence de la compliance des parois est visible essentiellement sur
les perturbations de grande longueur d’onde : plus B et K sont faibles, plus les perturbations de grande
longueur d’onde sont de´stabilise´es. Comme pour le canal courbe, pour des parois tre`s flexibles (B = 400,
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K = B/16 par exemple), l’instabilite´ semble eˆtre initie´e par les perturbations de tre`s grande longueur
d’onde.
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FIG. 4.2 - Courbes de stabilite´ marginale montrant l’influence de la raideur des ressorts K sur les tourbillons de
Taylor axisyme´triques avec (a) B = 400 et (b) B = 4 000. Dans les deux cas, d = 0.
Lorsque β est grand, le mode centrifuge instable (celui de la figure 4.1 par exemple) a une structure
identique au mode centrifuge instable en pre´sence de parois rigides (non pre´sente´). Lorsque β est petit,
la structure du mode le plus instable est repre´sente´e sur la figure 4.3 et compare´e a` la structure du mode
le moins stable lorsque les parois sont rigides. Les isocontours de vorticite´ longitudinale ω et des trois
composantes de vitesse sont repre´sente´es dans le plan (y, z/λz) pour un nombre d’onde β = 0.4 et deux
valeurs du nombre de Reynolds Re = 100 et Re = 250. La structure des modes varie peu en fonction du
nombre de Reynolds (comparaison des figures (a)/(b) avec les figures (c)/(d)). La comparaison des cas
rigides (a)/(c) et compliants (b)/(d) montre que le mode instable dans le cas compliant est bien un mode
centrifuge. L’influence des parois compliantes est essentiellement visible sur les isocontours de vitesses
u et v qui pre´sentent des valeurs importantes pre`s des parois. Les isocontours de vorticite´ et de vitesse
axiale sont en comparaison peu modifie´s : les tourbillons sont le´ge`rement e´tire´s dans l’espace entre les
cylindres et de´centre´s vers la paroi inte´rieure.
4.1.2 Comportement particulier des modes hydroe´lastiques de grande longueur d’onde
Une analyse de´taille´e du spectre des valeurs propres met en e´vidence le comportement particulier des
modes hydroe´lastiques pour les petits nombres d’onde. L’e´volution du spectre des principales valeurs
propres est trace´e sur la figure 4.4(a) en fonction du nombre d’onde β (0.2 < β < 1). Le nombre de
Reynolds est fixe´ a` Re = 250 et les parame`tres de paroi sont fixe´s a` B = 400, K = B/16 et d = 0. Les
figures 4.4(b) et 4.4(c) pre´sentent, pour les modes trace´s sur la figure 4.4(a), l’e´volution se´pare´e du taux
de croissance σr et de la pulsation σi en fonction de β. (Sur la figure 4.4(c), la pulsation σi = 0 du mode
centrifuge n’est pas trace´e.)
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(a) Re = 100, β = 0.4, mode stable, parois rigides
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(b) Re = 100, β = 0.4, mode instable, parois compliantes
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(c) Re = 250, β = 0.4, mode stable, parois rigides
−1 0 1
0
1
iso−ω
z/λ
z
−1 0 1
0
1
iso−u
−1 0 1
0
1
iso−v
y
z/λ
z
−1 0 1
0
1
iso−w
y
(d) Re = 250, β = 0.4, mode instable, parois compliantes
FIG. 4.3 - Structure des modes axisyme´triques pour β = 0.4. Mode stable pour des parois rigides avec (a)
Re = 100 et (c) Re = 250 ; mode instable pour des parois compliantes avec (b) Re = 100 et (d) Re = 250. Les
parame`tres des parois sont B = 400, K = B/16 et d = 0. Dans l’ordre : isocontours de la vorticite´ ω suivant x
et des trois composantes de la vitesse u, v et w trace´s dans le plan (y, z/λz). λz repre´sente la longueur d’onde
dans la direction z. 9 isocontours positifs (traits pleins) sont trace´s pour
[0.01 0.05 0.1 0.3 0.4 0.5 0.6 0.8 0.95]× ωmax et 9 isocontours ne´gatifs (traits pointille´s) pour
[0.01 0.05 0.1 0.3 0.4 0.5 0.6 0.8 0.95]× ωmin ou` ωmax et ωmin sont les valeurs maximale et minimale de la
vorticite´ longitudinale. Idem pour les vitesses. Les valeurs nume´riques sont :
(a) ωmax = −ωmin = 1.20× 10−1, vmax = −vmin = 6.19× 10−3, wmax = −wmin = 2.49× 10−2 ;
(b) ωmax = −ωmin = 9.68× 10−2, vmax = −vmin = 3.63× 10−2, wmax = −wmin = 3.03× 10−2 ;
(c) ωmax = −ωmin = 2.68× 10−1, vmax = −vmin = 1.33× 10−2, wmax = −wmin = 5.36× 10−2 ;
(d) ωmax = −ωmin = 1.37× 10−1, vmax = −vmin = 7.25× 10−2, wmax = −wmin = 3.82× 10−2 .
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Le mode le plus instable est un mode de Taylor. Pour β > 0.71, les quatre valeurs propres hy-
droe´lastiques, note´es FISI 1 et FISI 2, sont conjugue´es deux a` deux. Lorsque β diminue, la vitesse
de phase des quatre modes diminue e´galement jusqu’a` ce que celle des modes FISI 2 s’annule pour
β = 0.71. Pour β < 0.71, les deux modes FISI 2 ont de´sormais des vitesses de phase nulles et des
taux de croissance qui e´voluent de manie`re oppose´e lorsque β diminue (le taux de croissance de l’un
des modes diminue, celui de l’autre augmente). Chaque mode FISI 2 est donc maintenant associe´ a` une
de´formation stationnaire de la paroi (car σi = 0). L’instabilite´ des modes hydroe´lastiques est ainsi pro-
voque´e pour β < 0.59 par un mode hydroe´lastique a` vitesse de phase nulle provoquant une de´formation
statique de la paroi qui croıˆt en temps de manie`re exponentielle. Un phe´nome`ne similaire (non repre´sente´
sur la figure) a lieu pour les modes FISI 1 lorsque β < 0.12 mais les modes FISI 1 restent stables.
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FIG. 4.4 - Comportement particulier des modes FISI de grande longueur d’onde. (a) Spectre des valeurs propres
montrant l’e´volution des principales perturbations axisyme´triques en fonction de β ; (b) e´volution du taux de
croissance et (c) de la pulsation des principales perturbations axisyme´triques en fonction de β. Dans les trois cas,
0.2 ≤ β ≤ 1 et le nombre de Reynolds est fixe´ a` Re = 250. Les parame`tres des parois sont B = 400, K = B/16
et d = 0. Sur la figure (a), les fle`ches indiquent le sens des β croissants. Sur la figure (c), la pulsation (nulle) du
mode de Taylor n’est pas trace´e.
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FIG. 4.5 - Structure du mode FISI 2 axisyme´trique instable a` valeur propre re´elle de la figure 4.4(a). (a) Champ
de vecteurs vitesse (v, w) dans le plan (y, z/λz) et de´placement de la paroi (le de´placement trace´ est 0.25η). λz
repre´sente la longueur d’onde dans la direction z. La taille de la fle`che sous la figure correspond a` 4× V m avec
V m = (
√
v2 + w2)max. (b) isocontours de la vorticite´ suivant x dans le plan (y, z/λz). 9 isocontours positifs
(traits pleins) sont trace´s pour [0.01 0.05 0.1 0.3 0.4 0.5 0.6 0.8 0.95]× ωmax et 9 isocontours ne´gatifs (traits
pointille´s) pour [0.01 0.05 0.1 0.3 0.4 0.5 0.6 0.8 0.95]× ωmin ou` ωmax et ωmin sont les valeurs maximale et
minimale de la vorticite´ longitudinale. (c) vitesse longitudinale uˆ. Les valeurs nume´riques sont
|uˆ|max = 2.16× 10−1, V m = 9.85× 10−2, ωmax = −ωmin = 7.31× 10−1.
La structure du mode hydroe´lastique instable sur la figure 4.4 est trace´e sur la figure 4.5 pour β = 0.4.
Sur la figure (a) sont trace´s le champ de vecteurs vitesse et le de´placement de la paroi dans le plan
(y, z/λz), sur la figure (b) est trace´ le champ de vorticite´ longitudinale ω et sur la figure (c) la vitesse
longitudinale uˆ. Le mode se caracte´rise par une vitesse longitudinale maximale a` la paroi exte´rieure. La
figure 4.5(a) montre un lien fort entre le champ de vitesse (v, w) et le de´placement de la paroi. Dans les
zones ou` le de´placement de la paroi comprime l’e´coulement (z/λz ≃ 0 et 1), du fluide est rejete´ vers les
zones ou` l’espacement entre les cylindres augmente (z/λz ≃ 0.5). Le de´placement des parois ge´ne`re de
forts mouvements axiaux au centre de l’e´coulement.
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4.1.3 Echanges entre les modes a` valeurs propres re´elles
Pour les parame`tres conside´re´s sur la figure 4.4, les modes a` valeurs propres re´elles ont toujours des
taux de croissance diffe´rents (excepte´ les deux modes FISI 2 a` leur jonction sur l’axe). Il peut cependant
arriver que deux modes a` valeurs propres re´elles, l’un a` taux de croissance croissant et l’autre de´croissant,
se croisent. On observe alors un e´change entre les deux modes comme illustre´ sur la figure 4.6. Cette
figure pre´sente, pour diffe´rentes valeurs du nombre de Reynolds, l’e´volution en fonction de β (0.2 ≤
β ≤ 0.8) du taux de croissance et de la pulsation des principales perturbations.
Avant de de´crire la figure, il nous faut expliquer comment nous reconnaissons les diffe´rents modes,
hydroe´lastiques ou centrifuges. En effet, pour des valeurs de β suffisamment grandes, il est facile d’iden-
tifier les diffe´rents modes mais nous allons voir que ce n’est plus le cas pour les faibles valeurs de β.
Nous avons vu jusqu’a` pre´sent que, pour des valeurs de β suffisamment grandes, les quatre modes hy-
droe´lastiques sont associe´s a` des valeurs propres conjugue´es deux a` deux et ont des vitesses de phase
relativement importantes (cf. par exemple la figure 4.1 pour β = 2). Par de´finition, les deux modes hy-
droe´lastiques les moins stables pour les grandes valeurs de β seront appele´s FISI 1 et les deux autres
modes hydroe´lastiques FISI 2. De meˆme, pour les grandes valeurs de β, les valeurs propres des modes
de Taylor sont proches de celles obtenues lorsque les parois sont rigides. Ces modes sont donc e´galement
identifiables sans ambiguı¨te´ lorsque β est grand.
Pour diffe´rencier les modes pour les faibles valeurs de β, on proce´dera de la manie`re suivante. Les modes
sont identifie´s pour une valeur de β suffisamment grande (β = 0.8 dans ce qui va suivre). Puis, la va-
leur de β est diminue´e et l’e´volution des modes est suivie par continuite´. On trace ainsi des branches de
modes en fonction de β.
Pour Re = 200 et Re = 185 (cf. fig. 4.6(a) et 4.6(b)), le mode de Taylor et les 4 modes FISI sont
clairement identifiables. Les deux modes FISI 1 ont meˆme taux de croissance et des pulsations oppose´es.
Les deux modes FISI 2 ont le comportement particulier explique´ dans le paragraphe 4.1.2 : ils ont meˆme
taux de croissance et des pulsations oppose´es pour β > 0.6 environ puis ont des pulsations nulles et des
taux de croissance e´voluant de manie`re oppose´e.
Sur ces deux figures, l’un des modes FISI 2 est le´ge`rement instable pour des valeurs de β infe´rieures
a` 0.4 environ. Lorsque le nombre de Reynolds diminue, les pulsations des deux modes FISI 1 se rap-
prochent de 0 pour des valeurs de β infe´rieurs a` 0.5.
A Re = 170 (cf. fig. 4.6(c) et les spectres trace´s sur les figures 4.7(a) et 4.7(b) pour une repre´sentation
diffe´rente), apparaıˆt l’e´change annonce´ entre modes. Plusieurs phe´nome`nes sont visibles sur la figure
4.6(c) que l’on suit dans le sens des β de´croissants :
– Les pulsations des modes FISI 1 deviennent nulles pour 0.39 ≤ β ≤ 0.42.
– Pour β < 0.39, un mode FISI 1 et un mode FISI 2 ont meˆme taux de croissance et des vitesses
de phase oppose´es (courbes en trait pointille´ sur la figure 4.6(c)). Ces modes ont des structures
similaires (voir plus loin) si bien qu’il est impossible de distinguer le mode FISI 1 du mode FISI 2.
– Surtout, le mode hydroe´lastique instable appartient maintenant a` une branche de modes FISI 1 alors
qu’il appartenait a` une branche FISI 2 pour Re = 185 et Re = 200.
Il y a donc eu un e´change de comportement entre un mode FISI 1 et un mode FISI 2 au moment
ou` leurs valeurs propres se rejoignent sur l’axe. Sur la figure 4.6(d), a` Re = 160, tous les modes sont
de nouveau clairement identifiables. Les deux modes FISI 1 et les deux modes FISI 2 ont maintenant
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le meˆme comportement deux a` deux, c’est-a`-dire meˆme taux de croissance et pulsations oppose´es pour
les grandes valeurs de β puis pulsation nulle et taux de croissance diffe´rents pour les faibles valeurs de
β. Cependant, le mode FISI instable appartient maintenant clairement a` une branche FISI 1 alors qu’il
appartenait clairement a` une branche FISI 2 pour Re = 185.
Un e´change similaire entre un mode de Taylor et un mode FISI est visible lorsque le nombre de
Reynolds diminue. Pour Re = 110 (cf. fig. 4.6(e) et le spectre trace´ sur la figure 4.7(c) pour une
repre´sentation diffe´rente), le taux de croissance du mode Taylor augmente lorsque β diminue alors que
le taux de croissance des modes FISI diminue. Il n’y a cependant pas d’e´change entre les modes car les
valeurs propres des modes FISI ne sont pas re´elles mais conjugue´es deux a` deux. Elles ne « croisent »
donc pas la valeur propre centrifuge.
Mais pour Re = 100, le mode Taylor croise un mode FISI 2 a` valeur propre re´elle pour β = 0.5. Pour
β ≤ 0.5, le mode de Taylor et le mode FISI 2 ont maintenant des taux de croissance identiques et des
vitesses de phase oppose´es (courbes en trait pointille´ sur la figure 4.6(f)). Le mode qui devient instable
pour β ≤ 0.5 appartient maintenant non plus a` une branche Taylor mais a` une branche FISI 2. Pour les
faibles valeurs de β, il n’est donc plus possible d’identifier clairement les modes instables qui peuvent
appartenir a` diffe´rentes branches de modes suivant la valeur du nombre de Reynolds.
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FIG. 4.6 - Echange entre modes axisyme´triques a` valeurs propres re´elles. Evolution du taux de croissance
(gauche) et de la pulsation (droite) des principaux modes en fonction de β (0.2 ≤ β ≤ 0.8) pour diffe´rentes
valeurs du nombre de Reynolds : (a) Re = 200, (b) Re = 185, (c) Re = 170, (d) Re = 160, (e) Re = 110 et (f)
Re = 100. Les parame`tres des parois sont B = 400, K = B/16 et d = 0. Les courbes en trait pointille´ (figures
(c) et (f)) correspondent aux modes qui ne sont pas clairement identifiables.
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FIG. 4.6 - (cont.) Voir le´gende page pre´ce´dente.
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FIG. 4.7 - Evolution du spectre des valeurs propres en fonction de β pour les perturbations axisyme´triques. (a) le
nombre de Reynolds est fixe´ a` Re = 170 et 10−3 ≤ β ≤ 0.6 (cf. e´galement la figure 4.6(c)) ; (b) zoom de la figure
(a) et (c) le nombre de Reynolds est fixe´ a` Re = 100 et 10−3 ≤ β ≤ 0.8 (cf. e´galement la figure 4.6(f)). Les
parame`tres des parois sont B = 400, K = B/16 et d = 0. Les fle`ches indiquent le sens des β croissants.
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Lorsqu’un e´change a lieu entre deux modes, leur structure est identique si bien qu’il n’est pas possible
de les diffe´rencier. C’est ce que montre la figure 4.8 sur laquelle sont trace´s les isocontours de vorticite´
longitudinale dans le plan (y, z/λz) pour les modes FISI 1 et FISI 2 subissant un e´change pour Re = 170
et β = 0.35 (cf. le spectre de la figure 4.7(b)).
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FIG. 4.8 - Echange entre les modes FISI 1 et FISI 2. Isocontours de vorticite´ pour ces deux modes
hydroe´lastiques axisyme´triques aux valeurs propres complexes conjugue´es avec β = 0.35 et Re = 170. Pour la
le´gende, voir la figure 4.3. Les valeurs nume´riques sont ωmax = ωmin = 2.27× 10−1.
Pour re´sumer, le comportement particulier des modes hydroe´lastiques de grande longueur d’onde
a` vitesse de phase nulle provoque des e´changes entre les diffe´rents modes. Pour tous les parame`tres
conside´re´s, ces e´changes ont lieu entre des modes stables. De ce fait, bien qu’un meˆme mode instable
puisse appartenir aussi bien a` une branche de modes centrifuges qu’a` une branche de modes FISI, cela
n’est pas visible sur les courbes neutres ou les courbes a` taux d’amplification positif constant (cf. fig.
4.2) et n’a pas d’impact sur la structure du mode instable.
Reprenons la figure 4.3. La structure du mode le plus instable lorsque les parois sont compliantes est
trace´e sur les figures 4.3(b) et 4.3(d) pour un nombre d’onde fixe´ a` β = 0.4 et pour deux valeurs du
nombre de Reynolds, Re = 100 et Re = 250. Pour Re = 100, le mode le plus instable appartient a` une
branche FISI et pour Re = 250, le mode le plus instable appartient a` une branche Taylor ; cependant la
structure du mode est la meˆme dans les deux cas. Pour tous les parame`tres conside´re´s, le mode le plus
instable a une structure de mode centrifuge, proche de la structure du mode principal lorsque les parois
sont rigides et le deuxie`me mode instable a la structure d’un mode hydroe´lastique. En pre´sence de parois
rigides, pour des valeurs du nombre de Reynolds suffisamment grandes, un deuxie`me mode centrifuge
devient instable. Lorsque les parois sont compliantes, on peut e´galement observer un e´change entre ce
deuxie`me mode centrifuge et les modes hydroe´lastiques (non pre´sente´).
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4.1.4 Bilan d’e´nergie cine´tique pour les modes les plus instables
La figure 4.9 pre´sente les courbes neutres et les courbes a` taux d’amplification constant associe´es aux
deux modes les plus instables (trait plein : mode le plus instable a` structure centrifuge ; trait pointille´ :
deuxie`me mode le plus instable a` structure hydroe´lastique). Dans les deux cas, l’instabilite´ semble eˆtre
initie´e par un mode dont le nombre d’onde axial tend vers ze´ro. Le deuxie`me mode est instable uni-
quement pour les grandes longueurs d’onde et a un taux de croissance faible compare´ a` celui du mode
de structure centrifuge comme le montre l’espacement entre les courbes a` taux d’amplification positif
constant sur la figure. Le deuxie`me mode instable apparaıˆt pour des valeurs du nombre de Reynolds
d’autant plus faibles que B et K sont faibles (non pre´sente´).
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FIG. 4.9 - Courbes neutres et courbes a` taux d’amplification positif constant pour l’instabilite´ des deux modes
axisyme´triques les plus instables. Trait plein : mode le plus instable ; trait pointille´ : deuxie`me mode le plus
instable. L’espacement entre deux courbes adjacentes est ∆σr = 5× 10−3. Les parame`tres des parois sont
B = 400, K = B/16 et d = 0. La ligne verticale est trace´e pour Re = 250.
L’e´volution temporelle de l’e´nergie cine´tique et les principaux termes du bilan e´nerge´tique pour le
mode le plus instable, de structure centrifuge, sont pre´sente´s sur la figure 4.10 en fonction du nombre
d’onde β pour un nombre de Reynolds fixe´ a` Re = 250. Les parame`tres des parois sont B = 400,
K = B/16 et d = 0. L’e´quation re´gissant l’e´volution temporelle de l’e´nergie cine´tique moyenne´e est
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rappele´e ici :
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Le bilan e´nerge´tique montre que la de´stabilisation du mode de grande longueur d’onde est lie´e a` la
fois a` une augmentation de la production d’e´nergie due aux e´changes avec l’e´coulement moyen (I1) et
a` une diminution des pertes par dissipation visqueuse (I2) par rapport au cas rigide (cf. fig. 4.10(b)).
C’est exactement le contraire de ce qui se passe pour la stabilisation des ondes TS dans le canal plan
(Davies & Carpenter, 1997b). C’est e´galement diffe´rent de ce que nous avons observe´ pour les tour-
billons de Dean pour lesquels les e´changes e´nerge´tiques avec l’e´coulement moyen restaient tre`s faibles,
la de´stabilisation e´tant due essentiellement au terme repre´sentant le travail exerce´ sur les parois par les
contraintes visqueuses (C2). Ici, le terme (C2) reste tre`s faible. Il est trace´ sur la figure 4.10(c) ainsi que
les termes (G1) et (C1) qui ont une importance moindre dans le bilan e´nerge´tique. Les autres termes sont
toujours ne´gligeables (noter la diffe´rence d’e´chelle entre les figures 4.10(b) et 4.10(c)).
La figure 4.11 pre´sente l’e´volution en fonction de β du taux de croissance de l’e´nergie cine´tique du
deuxie`me mode instable de la figure 4.4, de structure hydroe´lastique, ainsi que les principaux termes du
bilan e´nerge´tique. Les courbes pre´sentent a` β = 0.71 une rupture de pente qui correspond a` la valeur
de β pour laquelle la vitesse de phase du mode devient nulle. Pour les grandes valeurs de β, l’influence
de´stabilisante des termes (C1) et (C2) est compense´e par l’influence stabilisante de la dissipation vis-
queuse (I2). Pour β < 0.59, la perturbation est en de´finitive de´stabilise´e par un transfert d’e´nergie de
l’e´coulement moyen vers la perturbation (I1 > 0).
Conclusion pour les modes axisyme´triques
Comme pour l’e´coulement en canal courbe, la compliance des parois a une influence de´stabilisante
sur les perturbations axisyme´triques de grande longueur d’onde par rapport au cas ou` les parois sont
rigides. Le mode le plus instable pour les grandes longueurs d’onde est un mode de structure centri-
fuge. Quatre modes hydroe´lastiques sont autorise´s par la flexibilite´ des parois. Le comportement de ces
modes hydroe´lastiques de´pend fortement de leur nombre d’onde. Les quatre modes hydroe´lastiques axi-
syme´triques sont stables pour les grandes valeurs du nombre d’onde β. Ils ont alors des taux de croissance
identiques et des vitesses de phase oppose´es deux a` deux, la superposition des deux modes a` vitesses de
phase oppose´es pouvant donner lieu a` une onde stationnaire. Lorsque β diminue, la vitesse de phase
des modes hydroe´lastiques diminue e´galement. Lorsqu’elle devient nulle, les deux modes qui avaient
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FIG. 4.10 - (a) Evolution du taux de croissance de l’e´nergie cine´tique du tourbillon de Taylor instable en
fonction du nombre d’onde axial (10−3 ≤ β ≤ 3) et (b)/(c) principaux termes du bilan e´nerge´tique en fonction de
β pour la meˆme perturbation. Tous les termes sont norme´s par Ek. Noter la diffe´rence d’e´chelle entre (b) et (c).
Le nombre de Reynolds est Re = 250 et les parame`tres des parois sont B = 400, K = B/16 et d = 0.
jusqu’alors des taux de croissance e´gaux et des vitesses de phase oppose´es se se´parent sur l’axe des
abscisses. Ils ont alors des vitesses de phase nulles et des taux de croissance qui e´voluent de manie`re
oppose´e, traduisant une de´formation statique de la paroi. Ce changement de comportement des modes
hydroe´lastiques a lieu toujours lorsqu’ils sont stables. Le deuxie`me mode instable, a` vitesse de phase
nulle, a la structure d’un mode hydroe´lastique. De plus, des e´changes entre les diffe´rents modes stables
ont e´te´ identifie´s.
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FIG. 4.11 - (a) Evolution du taux de croissance de l’e´nergie cine´tique des modes FISI 2 stable et instable en
fonction du nombre d’onde axial (10−3 ≤ β ≤ 3) et (b) principaux termes du bilan e´nerge´tique en fonction de β
pour le mode FISI 2 instable. Tous les termes sont norme´s par Ek. Le nombre de Reynolds est Re = 250 et les
parame`tres des parois sont B = 400, K = B/16 et d = 0.
Ainsi, contrairement a` ce que nous avons pu observe´ dans le cas du canal courbe, les modes axi-
syme´triques instables ont une vitesse de phase nulle. De plus, l’instabilite´ semble eˆtre initie´e par un
mode de nombre d’onde axial nul. Le calcul nume´rique ne nous permet pas d’atteindre la limite α = 0,
β = 0. Une analyse asymptotique est donc ne´cessaire pour e´tudier le cas (α = 0, β → 0).
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4.2 Perturbations non-axisyme´triques (n 6= 0)
4.2.1 Re´sultats pour diffe´rentes valeurs de n
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FIG. 4.12 - Courbes de stabilite´ marginale pour l’instabilite´ centrifuge en pre´sence de parois rigides pour
diffe´rents nombres d’onde azimutaux α = nγ/2.
Dans cette section, nous nous inte´ressons maintenant aux perturbations non-axisyme´triques, c’est-
a`-dire aux cas n 6= 0. Lorsque les parois sont rigides, le nombre de Reynolds critique d’apparition de
l’instabilite´ est d’autant plus grand que n est grand comme on peut le voir sur les courbes neutres de la
figure 4.12 trace´es pour diffe´rents valeurs de n.
Les courbes neutres et les courbes a` taux d’amplification positif constant pour des parame`tres de
parois compliantes fixe´s et pour diffe´rentes valeurs de n (n = 1, 6, 20, 40) sont trace´es sur la figure 4.13.
L’analyse de ces courbes permet d’e´tablir plusieurs conclusions :
– pour les grandes valeurs de β (β & 1 pour n = 1 et 6 et β & 1.7 pour n = 20), la comparaison
avec les courbes neutres du cas rigide permet d’identifier un mode centrifuge. Pour n = 40, le
mode centrifuge apparaıˆt pour des valeurs du nombre de Reynolds supe´rieures a` Re = 350 et n’est
pas visible sur la figure. Lorsque n est petit, aux grands nombres d’onde β, la courbe neutre est
peu modifie´e par la pre´sence des parois compliantes. En revanche, pour n = 20, on note un effet
stabilisant de la compliance des parois.
– Les discontinuite´s dans les courbes neutres pour β = 0.3 lorsque n = 1, β = 0.6 lorsque n = 6
et β = 1.65 lorsque n = 20 marquent l’apparition, par rapport au cas rigide, d’un nouveau mode
instable de grande longueur d’onde. Les diffe´rentes figures montrent que l’instabilite´ de ce mode
est initie´e par une perturbation bidimensionnelle avec β = 0.
– Pour n = 1 et n = 6, la discontinuite´ observe´e sur la courbe neutre n’est pas visible sur les courbes
a` taux d’amplification constant lorsque Re & 80. En effet, les courbes a` taux d’amplification
constant ne pre´sentent pas de rupture de pente pour Re & 80. Cela sugge`re que, pour Re & 80,
c’est le meˆme mode qui est instable pour les grandes et les petites valeurs de β, a` savoir le mode
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centrifuge. Pour Re . 80, les ruptures de pente sur les courbes indiquent qu’un mode diffe´rent
pre´domine. Il s’agit d’un mode hydroe´lastique.
Dans le cas n = 20, on observe e´galement une rupture de pente sur les courbes a` taux d’amplifi-
cation constant autour de β ≃ 1.7. Le mode instable pour les faibles valeurs de β n’est donc pas
a priori un mode centrifuge mais un mode hydroe´lastique, instable pour une plus grande plage de
nombres d’onde que pour n = 1 et n = 6.
Pour n = 40, seuls des modes hydroe´lastiques sont pre´sents sur la figure.
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FIG. 4.13 - Courbes de stabilite´ marginale et courbes a` taux d’amplification constant avec ∆σr = 0.002 pour
diffe´rents nombres d’onde azimutaux pour le cas compliant (trait plein) et courbes de stabilite´ marginale pour le
cas rigide (trait pointille´) avec (a) n = 1, (b) n = 6, (c) n = 20 et (d) n = 40. Les parame`tres des parois sont
B = 400, K = B/16 et d = 0. Des lignes verticales sont trace´es pour Re = 80 et Re = 155 sur la figure (b).
La figure 4.14 montre l’e´volution du spectre des principales valeurs propres en fonction de β pour
n = 6 et Re = 80. Pour cette valeur du nombre de Reynolds, les courbes a` taux d’amplification constant
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pre´sentent des ruptures de pente. Comme dans le cas axisyme´trique, quatre modes hydroe´lastiques sont
pre´sents. Lorsque β est grand, deux de ces modes hydroe´lastiques ont une vitesse de phase positive
(σi < 0), les deux autres une vitesse de phase ne´gative (σi > 0). Ces modes sont faciles a` identifier car
leur vitesse de phase augmente (ou diminue) de manie`re significative lorsque β augmente. Par de´finition,
nous appelons FISI 1 (FISI 3) le mode hydroe´lastique a` vitesse de phase positive (ne´gative) le moins
stable pour les grandes valeurs de β. Le deuxie`me mode hydroe´lastique a` vitesse de phase positive
(ne´gative) est appele´ FISI 2 (FISI 4). Les autres modes sont des modes centrifuges, note´s Taylor sur
la figure. Contrairement aux modes centrifuges axisyme´triques, ces modes centrifuges n’ont pas des
vitesses de phase nulles ou oppose´es deux a` deux.
Le spectre montre que la rupture de pente sur les courbes a` taux d’amplification constant se traduit
effectivement par la pre´sence de deux modes instables diffe´rents suivant la valeur de β. Les deux modes
instables sont le mode FISI 4 pour 0 ≤ β ≤ 0.35 et le mode FISI 1 pour 0 ≤ β ≤ 0.58. Pour β < 0.31,
c’est le mode FISI 4 qui pre´domine et est donc visible sur les courbes a` taux d’amplification positif
constant. Pour β > 0.31 c’est le mode FISI 1 qui pre´domine.
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FIG. 4.14 - Evolution du spectre des principales valeurs propres avec n = 6, 0 ≤ β ≤ 1 et Re = 80. Les
parame`tres des parois sont B = 400, K = B/16 et d = 0. Les fle`ches indiquent le sens des β croissants.
4.2.2 Influence de B et K
L’influence des variations inde´pendantes de B et K est illustre´e par les courbes de la figure 4.15
pour deux valeurs du nombre d’onde azimutal, n = 6 et n = 21. A B fixe´ (cf. fig. 4.15(a) et 4.15(b)),
l’influence de K est confine´e aux grandes longueurs d’onde. Plus K est faible, plus les instabilite´s de
grande longueur d’onde apparaissent pour des faibles nombres de Reynolds. A K fixe´ (cf. fig. 4.15(c)
et 4.15(d)), l’influence de B est faible pour les tre`s grandes et les tre`s petites longueurs d’onde. L’e´tude
du cas n = 21 montre un effet oppose´ sur les perturbations centrifuges et hydroe´lastiques de petite
longueur d’onde. Les zones ou` chaque instabilite´ pre´domine sont marque´es par les ruptures de pente sur
101
STABILITE´ LINE´AIRE DE L’E´COULEMENT ENTRE DEUX CYLINDRES AUX PAROIS COMPLIANTES
les courbes neutres, l’instabilite´ dominant pour les faibles valeurs de β e´tant l’instabilite´ hydroe´lastique.
Une augmentation de B se traduit par une diminution de la plage de nombres d’onde β pour laquelle le
mode hydroe´lastique est instable. En revanche, la zone d’instabilite´ du mode centrifuge augmente. L’effet
stabilisant de la compliance des parois sur les modes centrifuges de petite longueur d’onde de´pend de n
comme le montrent les courbes neutres des figures 4.15(c) et 4.15(d) compare´es au cas rigide.
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(b) B fixe, n = 21
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FIG. 4.15 - Courbes de stabilite´ marginale montrant l’influence de K pour B = 4 000 avec (a) n = 6 et (b)
n = 21 et courbes de stabilite´ marginale montrant l’influence de B pour K = 250 avec (a) n = 6 et (b) n = 21.
Dans tous les cas, d = 0.
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4.2.3 Echange entre les modes non-axisyme´triques
Une e´tude plus approfondie du cas n = 6 de la figure 4.13(b) (par exemple) montre que, comme dans
le cas axisyme´trique, il est difficile de diffe´rencier les modes instables de grande longueur d’onde. Nous
avons vu que pour Re & 80, la figure 4.13(b) sugge`re qu’un meˆme mode d’origine centrifuge pre´domine
pour toutes les valeurs de β. L’e´tude du spectre montre cependant que le mode instable pour Re & 80
peut appartenir a` diffe´rentes branches de modes suivant la valeur du nombre de Reynolds.
La figure 4.16 pre´sente l’e´volution du spectre des valeurs propres en fonction de β pour les principaux
modes a` n = 6 et pour deux valeurs proches du nombre de Reynolds Re = 155 et Re = 156. Comme
dans le cas axisyme´trique, des e´changes ont lieu entre les modes. Pour les deux valeurs du nombre de
Reynolds Re = 155 et Re = 156, le meˆme mode est instable pour β . 0.94. Pour Re = 155, ce mode
instable est relie´ a` une branche de modes centrifuges aux grands nombres d’onde. Pour Re = 156, ce
meˆme mode est relie´ a` une branche de modes FISI 2 aux grands nombres d’onde. L’e´tude des spectres
pour diffe´rentes valeurs du nombre de Reynolds montre donc que ce mode instable pour les grandes
longueurs d’onde peut en fait appartenir a` diffe´rentes branches de modes (en l’occurrence centrifuge et
FISI 2). L’e´change entre les modes a lieu lorsque les modes ont des taux de croissance ne´gatifs. C’est
la raison pour laquelle le changement de mode n’est pas visible sur les courbes a` taux d’amplification
positif constant.
Les isocontours de la vorticite´ suivant x et des vitesses (u, v, w) des principaux modes n = 6 sont
trace´s sur la figure 4.17 pour Re = 155 et β = 0.5 (cf. e´galement figure 4.16(a)). Les meˆmes quantite´s
sont e´galement pre´sente´es dans le cas rigide pour le mode le moins stable. Le mode centrifuge du cas
rigide et les diffe´rents modes du cas compliant (excepte´ le mode FISI 1) pre´sentent des caracte´ristiques
proches. Il est donc impossible de distinguer les modes centrifuges des modes d’origine compliante en
e´tudiant leur structure. En particulier, le mode compliant FISI 2 et le mode compliant note´ Taylor ont des
champs de vorticite´ et de vitesse axiale assez proches de ceux du mode centrifuge rigide. C’est justement
entre ces deux modes que l’e´change a lieu pour un nombre de Reynolds 155 ≤ Re ≤ 156.
4.2.4 Existence d’une valeur nc critique pour laquelle l’instabilite´ pre´domine
Les courbes neutres trace´es sur la figure 4.13 dans le plan (Re, β) pour diffe´rentes valeurs de n ont
montre´ que la perturbation la plus instable est une perturbation bidimensionnelle (β = 0) quelle que
soit la valeur de n. Sur la figure 4.18 sont trace´es les courbes neutres correspondant aux perturbations
bidimensionnelles avec β = 0 dans le plan (Re, n) pour diffe´rents parame`tres de paroi. Les courbes sont
trace´es de manie`re continue mais sont de´finies uniquement pour des valeurs de n entie`res. Ces courbes
montrent qu’il existe une valeur de n « critique » nc pour laquelle l’instabilite´ apparaıˆt pour un nombre
de Reynolds critique Rec minimal. Les formes irre´gulie`res des diffe´rentes courbes neutres montrent
que diffe´rents modes instables pre´dominent suivant les valeurs de n et du nombre de Reynolds. Pour
B = 4 000, il existe autour de n ≃ 150 une plage de parame`tres pour lesquels toutes les perturbations
sont stables. Les valeurs nc et Rec sont d’autant plus faibles que K et B sont faibles.
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(a) Re = 155
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(b) Re = 156
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(c) Re = 155 (zoom)
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FIG. 4.16 - Mise en e´vidence des e´changes entre les modes Taylor et FISI 2. Evolution du spectre des principales
valeurs propres avec n = 6 en fonction de β (0 ≤ β ≤ 1.5) pour un nombre de Reynolds fixe´ a` (a)/(c) Re = 155
et (b)/(d) Re = 156. Les parame`tres des parois sont B = 400, K = B/16 et d = 0. Les fle`ches indiquent le sens
des β croissants.
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(a) mode Taylor stable (parois rigides)
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(b) mode FISI 2 instable
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(c) mode FISI 1 stable
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(d) mode FISI 3 stable
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(e) mode FISI 4 stable
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(f) mode Taylor stable
FIG. 4.17 - Isocontours de la vorticite´ longitudinale ω et des vitesses u, v, w dans le plan (y,z) pour les modes
n = 6 avec Re = 155 et β = 0.5. (a) Mode centrifuge le moins stable en pre´sence de parois rigides ; (b) a` (f)
principaux modes en pre´sence de parois compliantes (cf. figure 4.16(a)) : (b) mode FISI 2 instable, (c) mode
FISI 1 stable, (d) mode FISI 3 stable, (e) mode FISI 4 stable et (f) mode Taylor stable.
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FIG. 4.18 - Courbes de stabilite´ marginale dans le plan (Re, n) pour les perturbations homoge`nes dans la
direction axiale (β = 0) montrant l’existence d’une valeur de n critique pour laquelle l’instabilite´ des modes
hydroe´lastiques pre´domine par rapport aux autres valeurs de n pour diffe´rents parame`tres de paroi avec (a)
B = 400 et B = 4 000 et d = 0.
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4.3 Conclusion
Nous avons mene´ l’analyse de la stabilite´ line´aire temporelle de l’e´coulement de Taylor-Couette entre
deux cylindres coaxiaux aux parois compliantes lorsque seul le cylindre inte´rieur est en rotation. Un
certain nombre de re´sultats obtenus ont de´ja` mis en e´vidence lors de l’e´tude de la stabilite´ line´aire de
l’e´coulement en canal courbe (cf. chapitre 3) qui est e´galement soumis a` un me´canisme d’instabilite´
centrifuge. En particulier, l’e´tude parame´trique n’a pas permis de mettre en e´vidence de parame`tres de
parois compliantes permettant de retarder l’apparition des instabilite´s. Un re´sultat similaire a e´te´ obtenu
par Kempf & McHugh (1996) et Koga & Nagata (cite´s dans l’article de Carpenter & Thomas, 2007)
lorsque seul le cylindre exte´rieur est compliant. Comme dans l’e´coulement en canal courbe, la flexibi-
lite´ des parois autorise l’apparition de quatre modes hydroe´lastiques. L’effet principal de la compliance
des parois se manifeste par la de´stabilisation des perturbations — centrifuges et hydroe´lastiques — de
grande longueur d’onde, et ce d’autant plus que les parois sont flexibles. Un re´sultat important est que,
contrairement au cas ou` les parois sont rigides, ce ne sont pas les modes axisyme´triques qui pre´dominent
lorsque les parois sont compliantes. L’instabilite´ est initie´e pour un nombre d’onde azimutal critique
dont la valeur de´pend des parame`tres des parois. Ce mode a une structure bidimensionnelle, car il est
homoge`ne dans la direction axiale.
L’e´tude de la stabilite´ de l’e´coulement de Taylor-Couette s’est re´ve´le´e plus complexe que l’e´tude
de l’e´coulement en canal courbe car il est difficile de distinguer les diffe´rents modes instables pour les
grandes longueur d’ondes. Les modes sont identifie´s, pour un nombre de Reynolds et un nombre d’onde
azimutal fixe´, en suivant l’e´volution du spectre des valeurs propres en fonction de β. Les quatre modes
hydroe´lastiques sont aise´s a` identifier car leur vitesse de phase augmente ou diminue conside´rablement
lorsque β augmente. Cependant, du fait d’e´changes entre les diffe´rents modes, un meˆme mode de grande
longueur d’onde peut appartenir a` diffe´rentes branches de perturbations suivant le nombre de Reynolds
conside´re´. Des e´changes similaires entre diffe´rents modes en pre´sence de parois compliantes ont e´te´ ob-
serve´s par Levinski et al. (2001) lors de l’e´tude de la stabilite´ line´aire d’un jet bidimensionnel tangentiel
a` la paroi. Pour la gamme de parame`tres que nous avons conside´re´e, les e´changes ont lieu uniquement
lorsque les perturbations sont stables. De ce fait, les e´changes entre modes n’influencent pas la structure
des modes instables et ne se traduisent pas par des ruptures de pente sur les courbes de stabilite´ marginale
ou les courbes a` taux d’amplification positif constant.
Une particularite´ de l’e´coulement de Taylor-Couette est le comportement particulier des modes hy-
droe´lastiques axisyme´triques de grande longueur d’onde car, contrairement a` ce qui a e´te´ observe´ pour
l’e´coulement en canal courbe, seuls les modes a` vitesse de phase nulle deviennent instables. Ces modes
ont des valeurs propres conjugue´es deux a` deux lorsque leur longueur d’onde est petite, c’est-a`-dire
des taux de croissance identiques et des vitesses de phase oppose´es. La superposition de deux modes
hydroe´lastiques peut donc eˆtre une onde stationnaire. Pour les parame`tres conside´re´s, ces modes hy-
droe´lastiques sont toujours stables alors que, dans le cas du canal courbe, une instabilite´ pouvait eˆtre
provoque´e par deux modes hydroe´lastiques aux vitesses de phase oppose´es. Lorsque β diminue, la vi-
tesse de phase des modes hydroe´lastiques diminue jusqu’a` devenir nulle pour β = βc. Pour β < βc,
les deux modes qui e´taient associe´s pour β > βc a` des valeurs propres conjugue´es ont maintenant des
vitesses de phase nulle et des taux de croissance qui e´voluent de manie`re oppose´e (l’un diminue, l’autre
augmente). Pour certains parame`tres de parois compliantes, le mode a` taux d’amplification croissant de-
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vient instable. L’instabilite´ de ce mode hydroe´lastique a` vitesse de phase nulle correspond donc a` une
de´formation statique de la paroi dont l’amplitude croıˆt exponentiellement en temps.
Notons par ailleurs que l’instabilite´ des perturbations axisyme´triques semble eˆtre initie´e par des per-
turbations bidimensionnelles. Une e´tude asymptotique est ne´cessaire afin d’e´tudier la limite (α = 0,
β → 0). Cette e´tude devrait d’ailleurs nous permettre de mettre en e´vidence le changement de compor-
tement des modes hydroe´lastiques axisyme´triques dans la limite β → 0.
Comme lors de l’e´tude de l’e´coulement en canal courbe, nous n’avons pas e´tudie´ l’influence de tous
les parame`tres caracte´risant la paroi. Seule l’influence du parame`tre de rigidite´ flexurale B et de la
raideur des ressorts K a ici e´te´ prise en compte. La suite directe de cette e´tude serait de prendre en
compte l’influence des autres parame`tres caracte´risant la paroi.
108
Chapitre 5
Analyse asymptotique de la stabilite´
line´aire des perturbations transverses de
grande longueur d’onde dans un canal
courbe aux parois compliantes
Dans le chapitre 3, nous avons e´tudie´ la stabilite´ line´aire de l’e´coulement dans un canal courbe aux pa-
rois compliantes. Pour tous les parame`tres de paroi conside´re´s, l’instabilite´ des perturbations homoge`nes
dans la direction longitudinale (α = 0) semblait eˆtre initie´e par une perturbation de nombre d’onde
transverse β → 0. C’est ce que rappelle la figure 5.1 issue du chapitre 3 sur laquelle sont pre´sente´es les
courbes neutres et les courbes a` taux d’amplification positif constant pour l’instabilite´ centrifuge (note´e
Dean sur la figure) et l’instabilite´ hydroe´lastique (note´e FISI). La limite (α = 0, β → 0) n’est pas acces-
sible nume´riquement. C’est pourquoi, afin de comple´ter l’e´tude du chapitre 3, une analyse asymptotique
est entreprise dans ce chapitre pour ve´rifier le comportement des perturbations dans le cas limite (α = 0,
β → 0).
Ce travail a e´te´ inspire´ par l’article de Larose & Grotberg (1997) qui traite de la stabilite´ line´aire
temporelle d’un canal plan aux parois compliantes mode´lise´es comme des plaques minces sur ressorts.
Une analyse modale est mene´e pour le cas des perturbations bidimensionnelles homoge`nes dans la di-
rection transverse (c’est-a`-dire avec β = 0). En pre´ambule a` la re´solution nume´rique de l’e´quation de
Orr-Sommerfeld, les auteurs conside`rent la limite des grandes longueurs d’onde longitudinales (α→ 0,
β = 0) pour obtenir une solution analytique. Pour cela, ils recherchent les valeurs propres temporelles et
les fonctions propres associe´es sous forme d’un de´veloppement re´gulier en puissance de α. Ils obtiennent
ainsi rapidement des re´sultats inte´ressants.
C’est pourquoi nous avons cherche´ a` faire une e´tude similaire pour la limite (α = 0, β → 0). Mais,
dans notre cas, les calculs se sont re´ve´le´s bien plus complexes. Disons d’ores et de´ja` que cette e´tude est
partielle a` plusieurs titres pour des raisons qui seront explicite´es dans le chapitre. Cependant, ce travail
permet d’obtenir certains re´sultats analytiques qui comple`tent les re´sultats nume´riques.
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FIG. 5.1 - Courbes neutres et courbes a` taux d’amplification positif constant pour l’instabilite´ des tourbillons de
Dean (trait plein) et du mode hydroe´lastique homoge`ne dans la direction longitudinale (trait pointille´).
L’espacement entre deux courbes adjacentes est ∆σr = 10−2 pour l’instabilite´ centrifuge et ∆σr = 10−4 pour le
mode hydroe´lastique. Les parame`tres des parois compliantes sont B = 4 000, K = 1 000 et d = 0.
Le chapitre est organise´ de la manie`re suivante. Dans un premier temps, le choix de la forme du
de´veloppement asymptotique est discute´. Nous montrons qu’il est ne´cessaire de calculer les termes
d’ordre γ2 (le parame`tre de courbure) du de´veloppement. Pour cela, les e´quations du proble`me doivent
eˆtre reconside´re´es car celles que nous avons e´tablies au chapitre 2 sont tronque´es a` l’ordre γ. Enfin, les
re´sultats analytiques obtenus sont pre´sente´s et compare´s au calcul nume´rique.
5.1 Choix et discussion du de´veloppement asymptotique
Le proble`me consiste a` de´terminer les valeurs propres σ et les fonctions propres q = [uˆ, vˆ, wˆ, pˆ]
associe´es au proble`me aux valeurs propres de´fini au chapitre 2 lorsque α = 0 et β ≪ 1. Le choix le
plus simple consiste a` rechercher les solutions σ et q sous la forme d’un de´veloppement asymptotique
re´gulier en puissance de β. Dans un premier temps, nous avons donc de´fini
σ = σ0 + β σ1 + β
2 σ2 + . . . et q = q0 + β q1 + β2 q2 + . . . (5.1)
en faisant l’hypothe`se β ≪ 1. Le calcul (non de´taille´ ici) des deux premiers termes du de´veloppement
de σ donne
σ0 =
−d±√d2 − 4K(m+ 1)
2Re(m+ 1)
+O(γ2) et σ1 = O(γ2). (5.2)
Ces solutions ont e´te´ obtenues a` partir des e´quations de Navier-Stokes line´arise´es au premier ordre en γ.
Nous les avons donc elles-meˆmes line´arise´es au premier ordre en γ. Ces re´sultats montrent qu’il est
ne´cessaire de calculer les ordres suivants du de´veloppement pour plusieurs raisons :
1. Le parame`tre de courbure γ n’intervient pas dans les expressions de σ0 et σ1. Pour prendre en
compte les effets de courbure dans les premiers termes du de´veloppement, nous avons deux possi-
bilite´s :
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– calculer le terme suivant du de´veloppement d’ordre β2 en espe´rant voir apparaıˆtre un terme
proportionnel a` γ ;
– calculer les termes d’ordre γ2 dans les expressions de σ0 et σ1.
2. De plus, lorsque d = 0 par exemple, σ0 = ±i
√
K(m+ 1)
Re(m+ 1)
est imaginaire pur. Il est donc une fois
encore ne´cessaire de calculer d’autres termes du de´veloppement asymptotique pour connaıˆtre le
taux de croissance σr de la perturbation.
Seulement, les termes suivants les plus importants sont-ils d’ordre γ2 ou β2 ? Dans l’impossibilite´ de
re´pondre a priori, il nous faut calculer les deux. Or, deux proble`mes se posent. D’une part, les expressions
mathe´matiques a` manipuler a` l’ordre β2 sont trop complexes pour mener a` bien la re´solution analytique.
D’autre part, prendre en compte les termes proportionnels a` γ2 ne´cessite de reconside´rer les e´quations
du proble`me aux valeurs propres, pour le moment tronque´es a` l’ordre γ. Ces difficulte´s nous ont amene´s
a` reconside´rer la formulation du de´veloppement asymptotique pour calculer les ordres suivants.
La solution propose´e est de conside´rer un de´veloppement asymptotique a` deux parame`tres : γ et β :
σ = σ00 + γ σ01 + γ
2 σ02 +O(γ
3)
+ β
(
σ10 + γ σ11 + γ
2 σ12 +O(γ
3)
)
+ β2
(
σ20 + γ σ21 +O(γ
2)
)
+O(β3) (5.3)
et
q = q00 + γ q01 + γ
2 q02 +O(γ
3)
+ β
(
q10 + γ q11 + γ
2 q12 +O(γ
3)
)
+ β2
(
q20 + γ q21 +O(γ
3)
)
+O(β3). (5.4)
De cette manie`re, les e´quations a` re´soudre sont plus simples.
Notons par ailleurs qu’il est ne´cessaire de calculer les termes d’ordre γ2 pour une autre raison. En
effet, un terme d’ordre γ2 intervient dans l’e´quation de de´placement de la paroi rappele´e ici (cf. §2.3
pour la de´finition des parame`tres) :[
mσ2 +
d
Re
σ +
1
Re2
(
Bk4 + Tk2 +K +
H
h
γ2
4
E
β4
k4
)]{
ηˆ 1
ηˆ−1
=
{
pˆ( 1)
−pˆ(−1) .
Le terme d’ordre γ2 a pour le moment e´te´ ne´glige´ dans cette e´quation. Or, nous avons vu dans le chapitre
2 que ce terme devenait du meˆme ordre que le terme proportionnel a` B dans la limite des petits nombres
d’onde β. Le terme d’ordre γ2 dans l’e´quation pre´ce´dente n’est donc plus ne´gligeable dans la limite qui
nous inte´resse ici.
5.2 Mode´lisation du proble`me au deuxie`me ordre en γ
Dans cette partie, le proble`me est mode´lise´ suivant la meˆme approche que dans le chapitre 2. La
diffe´rence est que l’expression de la vitesse U en l’absence de perturbation, les e´quations re´gissant
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l’e´volution de la perturbation et l’e´quation re´gissant le de´placement de la paroi sont maintenant e´crites
jusqu’a` l’ordre γ2, et non plus l’ordre γ comme dans le chapitre 2. La configuration d’e´tude pour le canal
courbe est celle pre´sente´e au chapitre 2 (§2.1.1). Pour faciliter la lecture de ce chapitre, les principales
e´tapes de l’e´criture du proble`me sont a` nouveau succinctement expose´es.
La de´finition du repe`re « pseudo-carte´sien » (x, y, z) a` partir des coordonne´es cylindriques (r, θ, ξ)
adimensionne´es par h est rappele´e ici :
x =
Rθ
h
=
2θ
γ
, y =
r −R
h
=
2(r −R)
γR
, z =
ξ
h
=
2ξ
γR
.
Les coordonne´es x, y, z repre´sentent respectivement les directions longitudinale, normale et transverse.
5.2.1 Vitesse de l’e´coulement en l’absence de perturbation
La vitesse longitudinale de l’e´coulement en l’absence de perturbation s’e´crit au deuxie`me ordre en
γ :
U(y) = (1− y2)
(
1− 1
3
γy +
7
48
γ2y2
)
. (5.5)
Dans cette expression, la vitesse a e´te´ adimensionne´e par la vitesse au centre du canal U0 qui s’e´crit
U0 =
R
2ρν
(
∂p
∂θ
)
0
(
−γ
2
4
+
γ4
64
)
.
5.2.2 Equations de Navier-Stokes line´arise´es
A l’e´coulement de base de vitesse U , on superpose une perturbation infinite´simale (u, v, w, p). Les
e´quations de Navier-Stokes re´gissant l’e´volution de la perturbation sont e´crites en coordonne´es cylin-
driques et line´arise´es autour de l’e´coulement de base. Elles sont ensuite transfe´re´es dans le syste`me de
coordonne´es (x, y, z) apre`s line´arisation au deuxie`me ordre en γ :(
1− γ
2
y +
γ2
4
y2
)
∂u
∂x
+
∂v
∂y
+
∂w
∂z
+
γ
2
(
1− γ
2
y
)
v = 0,
∂u
∂t
+
(
1− γ
2
y +
γ2
4
y2
)
U
∂u
∂x
+
(
U ′ +
γ
2
(
1− γ
2
y
)
U
)
v = −
(
1− γ
2
y +
γ2
4
y2
)
∂p
∂x
+
1
Re
(
∆u+
γ
2
(
1− γ
2
y
) ∂u
∂y
− γy
(
1− 3
4
γy
)
∂2u
∂x2
+ γ (1− γy) ∂v
∂x
− γ
2
4
u
)
,
∂v
∂t
+
(
1− γ
2
y +
γ2
4
y2
)
U
∂v
∂x
− γ
(
1− γ
2
y
)
Uu = −∂p
∂y
+
1
Re
(
∆v +
γ
2
(
1− γ
2
y
) ∂v
∂y
− γy
(
1− 3
4
γy
)
∂2v
∂x2
− γ (1− γy) ∂u
∂x
− γ
2
4
v
)
,
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∂w
∂t
+
(
1− γ
2
y +
γ2
4
y2
)
U
∂w
∂x
= −∂p
∂z
+
1
Re
(
∆w +
γ
2
(
1− γ
2
y
) ∂w
∂y
− γy
(
1− 3
4
γy
)
∂2w
∂x2
)
, (5.6)
ou` ∆ =
∂2
∂x2
+
∂2
∂y2
+
∂2
∂z2
.
Les perturbations (u, v, w, p) sont recherche´es sous la forme de modes normaux homoge`nes dans la
direction longitudinale (cf. eq. 2.8 dans le chapitre 2 avec α = 0) :
(u, v, w, p) = ( uˆ(y), vˆ(y), wˆ(y), pˆ(y) ) eiβz+ σt. (5.7)
En utilisant l’e´quation (5.7), le syste`me (5.6) devient

Dvˆ + iβwˆ +
γ
2
(
1− γ
2
y
)
vˆ = 0,
σuˆ+ U ′vˆ +
γ
2
(
1− γ
2
y
)
Uvˆ =
1
Re
(
D2 − β2 + γ
2
(
1− γ
2
y
)
D − γ
2
4
)
uˆ
σvˆ − γ
(
1− γ
2
y
)
Uuˆ = −Dpˆ+ 1
Re
(
D2 − β2 + γ
2
(
1− γ
2
y
)
D − γ
2
4
)
vˆ
σwˆ = −iβpˆ+ 1
Re
(
D2 − β2 + γ
2
(
1− γ
2
y
)
D
)
wˆ,
(5.8)
avec D = d/dy et U ′ = DU .
5.2.3 Mode´lisation du de´placement de la paroi
L’e´quation de de´placement de la paroi est celle obtenue dans le chapitre 2 (cf. §2.3). L’e´quation
re´gissant le de´placement η d’une paroi, adimensionne´ par h et e´crit sous forme de mode normal, est :[
mσ2 +
d
Re
σ +
1
Re2
(
Bβ4 +K +
H
h
γ2
4
E
)]{
ηˆ 1
ηˆ−1
=
{
pˆ( 1)
−pˆ(−1) . (5.9)
L’expression des diffe´rents parame`tres adimensionne´s en fonction de leur valeur dimensionnelle est rap-
pele´e ici :
m =
m∗
ρh
, d =
d∗h
ρν
, B =
B∗
ρν2h
, E =
E∗h2
ρν2
, K =
K∗h3
ρν2
.
Dans l’e´quation (5.9), la tension longitudinale T n’a pas e´te´ prise en compte car nous l’avons ne´glige´e
tout au long de cette e´tude.
La prise en compte du terme proportionnel a` γ2 dans l’e´quation 5.9 introduit deux nouveaux pa-
rame`tres : le module de Young E adimensionne´ et le rapport H/h entre l’e´paisseur des parois et la
demi-hauteur du canal. Cependant, le coefficient de rigidite´ flexurale dimensionnel B∗ est de´fini a` partir
du module de Young dimensionnel E∗ par la relation :
B∗ =
E∗H3
12(1 − ν∗2)
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ou` ν∗ le coefficient de Poisson du mate´riau compliant. La relation qui en de´coule entre les grandeurs
adimensionne´es E et B est :
B =
(
H
h
)3 E
12(1 − ν∗2) .
Pour les mate´riaux compliants utilise´s en pratique (silicone, caoutchouc naturel, . . .), le coefficient de
Poisson est ge´ne´ralement proche de 0.5 (Buckingham et al., 1985; Carpenter, 1993; Joslin et al., 1991).
Nous imposons donc par la suite
ν∗ = 0.5.
La prise en compte du terme proportionnel a` γ2 dans l’e´quation 5.9 introduit donc en de´finitive un
nouveau parame`tre, le rapport H/h, que nous choisissons e´gal a` 1.
5.2.4 Conditions limites a` l’interface fluide-solide
Les conditions limites sont identiques a` celles utilise´es dans le chapitre 2 (cf. §2.4) sauf en ce qui
concerne le terme d’ordre γ2 dans l’e´quation de de´placement de la paroi qui est maintenant pris en
compte. En y = 1, les conditions limites s’e´crivent
σuˆ+ U ′vˆ = 0, (5.10a)
mσvˆ +
1
Re
dvˆ − 1
U ′Re2
(
Bβ4 +K +
H
h
γ2
4
E
)
uˆ = pˆ, (5.10b)
wˆ = 0. (5.10c)
Les conditions limites en y = −1 sont identiques, a` l’exception d’un signe moins devant le terme de
pression de l’e´quation (5.10b).
5.3 De´tail du calcul de la solution analytique pour l’ordre (β = 0, γ = 0)
Comme explique´ pre´ce´demment, le cas particulier des perturbations homoge`nes dans la direction
longitudinale (α = 0) de grande longueur d’onde β ≪ 1 va eˆtre traite´ a` l’aide d’un de´veloppement
asymptotique re´gulier des e´quations (5.8) et des conditions limites (5.10) en fonction des deux parame`tres
β et γ, comme de´fini dans les e´quations (5.3) et (5.4). Les termes σij et qij , dits d’ordre ij, sont donc par
de´finition proportionnels a` βiγj ou` i et j sont des entiers positifs.
Une expression analytique de σij et qij peut eˆtre obtenue en prenant en compte uniquement les termes
d’ordre ij dans le syste`me d’e´quations (5.8) et dans les conditions limites associe´es. Les e´quations pour
un ordre donne´ font intervenir des termes d’ordre infe´rieur, qui doivent donc eˆtre re´solus au pre´alable.
Le degre´ de complexite´ des e´quations augmente ainsi avec l’ordre. La me´thode de calcul de la solution
analytique va eˆtre explicite´e pour l’ordre (β = 0, γ = 0) uniquement. Il s’agit du cas le plus simple
car seuls les termes d’ordre (β = 0, γ = 0) interviennent dans les e´quations. Aux ordres supe´rieurs, la
de´marche et les e´tapes de calcul sont identiques mais les expressions manipule´es sont plus complexes.
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Les e´quations (5.8) s’e´crivent a` l’ordre (β = 0, γ = 0) :
vˆ′00 = 0, (5.11a)
σ00uˆ00 − 2yvˆ00 = 1
Re
uˆ′′00, (5.11b)
σ00vˆ00 = −pˆ′00 +
1
Re
vˆ′′00, (5.11c)
σ00wˆ00 =
1
Re
wˆ′′00, (5.11d)
et les conditions limites deviennent a` l’ordre (β = 0, γ = 0) en y = 1 :
σ00uˆ00(1)− 2yvˆ00(1) = 0, (5.12a)
mσ00vˆ00(1) +
1
Re
dvˆ00(1) +
K
2Re2
uˆ00(1) = pˆ00(1), (5.12b)
wˆ00(1) = 0, (5.12c)
et en y = −1 :
σ00uˆ00(−1) + 2vˆ00(−1) = 0, (5.13a)
mσ00vˆ00(−1) + 1
Re
dvˆ00(−1) + K
2Re2
uˆ00(−1) = −pˆ00(−1), (5.13b)
wˆ00(−1) = 0. (5.13c)
Dans les e´quations pre´ce´dentes, les termes d’ordre γ et plus ne sont pas pris en compte dans l’expression
de U qui devient U(y) = (1− y2) +O(γ) d’ou` U ′(y) = −2y.
L’e´quation de continuite´ (5.11a) nous donne directement :
vˆ00 = A00
ou` A00 est une constante. La fonction uˆ00 peut maintenant eˆtre calcule´e a` l’aide de l’e´quation de quantite´
de mouvement suivant x (5.11b) :
uˆ00 = a00 e
−y√σ00Re + b00 ey
√
σ00Re + 2
A00
σ00
y
ou` a00 et b00 sont deux constantes. La fonction pˆ00 est obtenue graˆce a` l’e´quation de quantite´ de mouve-
ment suivant y (5.11c) :
pˆ00 = −σ00 A00 y +B00
ou` B00 est une constante. Enfin, wˆ00 est calcule´e inde´pendamment avec l’e´quation de quantite´ de mou-
vement suivant z (5.11d) :
wˆ00 = c00 e
−y√σ00Re + d00 ey
√
σ00Re
ou` c00 et d00 sont deux constantes.
Les conditions limites (5.12a) et (5.13a) donnent :
a00 = b00 = 0.
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De meˆme, les conditions limites (5.12c) et (5.13c) donnent :
c00 = d00 = 0.
Enfin, les conditions limites (5.12b) et (5.13b) donnent :
B00 = 0
ainsi qu’une e´quation ve´rifie´e par σ00 :
mσ200 +
d
Re
σ00 +
K
Re2
= 0. (5.14)
On a donc finalement deux solutions pour σ00 :
σ00 =
−d±√d2 − 4K(m+ 1)
2Re(m+ 1)
(5.15)
et le re´sultat final pour q00 est : 

uˆ00 =
2A00
σ00
y
vˆ00 = A00
wˆ00 = 0
pˆ00 = −σ00A00y
(5.16a)
La constante A00 est choisie e´gale a` 1. Seuls les parame`tres de paroi K, m et d interviennent dans la
solution a` l’ordre (β = 0, γ = 0). Remarquons que l’expression de uˆ00 impose que σ00 soit non nul.
Lorsque σ00 = 0, q00 est nul (ainsi que les vecteurs qij suivants). Par conse´quent, σ00 = 0 n’est pas
solution du proble`me aux valeurs propres. Le re´sultat pour σ00 (eq. 5.15) correspond a` la solution σ0 (eq.
5.2) obtenue avec le de´veloppement asymptotique en fonction du seul parame`tre β.
5.4 Discussion du re´sultat a` l’ordre (β = 0, γ = 0)
5.4.1 Valeurs propres σ00
La comparaison du re´sultat obtenu pour σ00 et des valeurs propres calcule´es nume´riquement pour
β tre`s faible montre que les deux solutions obtenues par l’analyse asymptotique correspondent a` deux
modes hydroe´lastiques. Sur la figure 5.2 est trace´ le spectre des principales valeurs propres pour un
nombre de Reynolds fixe´ a`Re = 150 et un nombre d’onde transverse β = 0.1. Les parame`tres des parois
compliantes sont B = 4 000, K = 1 000, m = 2, H/h = 1 (nous utiliserons ces parame`tres dans tout
le chapitre) et d = 0. Pour ces parame`tres, l’analyse asymptotique donne σ00 = ± 0.1217 i. Les valeurs
propres des deux modes note´s FISI 1 sur la figure sont σ = 3.88610−5 ± 0.1221 i. L’analyse asymp-
totique a` l’ordre (β = 0, γ = 0) donne donc une bonne approximation de la pulsation des deux modes
hydroe´lastiques FISI 1 meˆme pour une valeur de β relativement grande (β = 0.1). Les deux modes
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FISI 1 sont le´ge`rement instables, ce sont eux qui provoquent la transition pour les faibles valeurs du
nombre de Reynolds (cf. fig. 5.1) pour les parame`tres conside´re´s. Cependant, les deux re´sultats obtenus
pour σ00 sont imaginaires purs, il faut donc calculer les ordres suivants du de´veloppement asymptotique
pour estimer le taux de croissance des modes FISI 1.
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FIG. 5.2 - Spectre des principales valeurs propres pour α = 0, β = 0.1, Re = 150. Les parame`tres des parois
compliantes sont B = 4 000, K = 1 000, m = 2, H/h = 1 et d = 0. Les modes hydroe´lastiques sont note´s FISI.
Les autres modes sont des modes centrifuges. Les deux modes obtenus par l’analyse asymptotique sont les deux
modes note´s FISI 1.
Suivant les valeurs respectives de d, K et m, la nature (re´el, complexe, imaginaire pur) de σ00 est
diffe´rente et traduit diffe´rents comportements des deux perturbations FISI 1 (cf. e´galement la figure 5.3
qui repre´sente l’e´volution des parties re´elle et imaginaire de σ00 en fonction de d pour Re, K et m fixe´s).
– Lorsque d est nul, σ00 est imaginaire pur, les deux perturbations sont neutres (σr = 0) et ont des
vitesses de phase oppose´es :
σ00 = ± i
Re
√
K
m+ 1
∈ iR lorsque d = 0.
– Pour 0 < d < 2
√
K(m+ 1), σ00 est complexe. Les deux perturbations sont stables (σr < 0) et
ont des vitesses de phase oppose´es :
σ00 =
−d
2Re(m+ 1)
± i
√
4K(m+ 1)− d2
2Re(m+ 1)
∈ C lorsque 0 < d < 2
√
K(m+ 1).
– Enfin, pour d ≥ 2
√
K(m+ 1), σ00 est re´el. Dans ce cas, les deux perturbations ont des vitesses
de phase nulles et des taux de croissance diffe´rents :
σ00 =
−d±
√
d2 − 4K(m+ 1)
2Re(m+ 1)
∈ R lorsque d ≥ 2
√
K(m+ 1).
Ces deux perturbations sont e´galement stables. En effet, comme K, d, et m sont positifs, le terme
−d±
√
d2 − 4K(m+ 1) est toujours ne´gatif.
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FIG. 5.3 - Evolution (a) de la partie re´elle et (b) de la partie imaginaire de σ00 en fonction de d pour K = 1 000
et m = 2 et pour un nombre de Reynolds fixe´ a` Re = 150.
Quels que soient les parame`tres conside´re´s, les deux valeurs propres σ00 traduisent donc toujours un
comportement stable (ou marginalement stable lorsque d = 0).
Sur la figure 5.4 est repre´sente´e l’e´volution du spectre des valeurs propres en fonction de d, la figure
5.4(b) e´tant un zoom de la figure 5.4(a). Les autres parame`tres sont fixe´s a` B = 4 000, K = 1 000,
H/h = 1, Re = 150, β = 0.1. L’e´volution ge´ne´rale des modes FISI 1 calcule´e nume´riquement (sym-
boles) et de σ00 (trait plein) donnent des re´sultats tre`s proches. Au point A de la figure 5.4(b), comme
explique´ pre´ce´demment, le comportement des modes FISI 1 change (passage des valeurs propres com-
plexes a` re´elles). Ce changement, qui a lieu pour d = 2
√
K(m+ 1) ≃ 109.54 pour σ00 a lieu pour une
valeur voisine de d = 110, 017 pour le calcul nume´rique. Au niveau des points B et C de la figure 5.4(b)
ont lieu des e´changes entre modes qui font intervenir l’un des modes FISI 1. Au moment de l’e´change,
les modes FISI 1 ne sont plus associe´s a` des valeurs propres re´elles mais complexes. Cependant, σ00
reste re´el et ne pre´sente aucun comportement particulier traduisant ces e´changes. En revanche, nous ver-
rons que les e´changes entre modes sont marque´s par une singularite´ des termes d’ordre supe´rieur du
de´veloppement (cf. §5.8).
5.4.2 Vecteurs propres q00
L’analyse asymptotique donne une vitesse transverse wˆ00 nulle ce qui traduit un mouvement bidimen-
sionnel dans le sens de l’e´coulement principal. La vitesse normale vˆ00 = A00 est constante. A l’ordre
(β = 0, γ = 0), le de´placement provoque´ est donc un de´placement infinite´simal normal « en bloc » du
canal courbe de vitesse R(vˆ00eσ00) ou` R est la partie re´elle. Lorsque d = 0, ce de´placement est pure-
ment oscillant puisque σ00 est imaginaire pur. Lorsque 0 < d < 2
√
K(m+ 1), ce de´placement est un
mouvement oscillant amorti (car σr < 0). Enfin, pour d ≥ 2
√
K(m+ 1), le mouvement est amorti (car
σr < 0) mais n’est plus oscillant car σi = 0. uˆ00 = 2A00y/σ00 est antisyme´trique par rapport au centre
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(a) 0 ≤ d ≤ 200
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FIG. 5.4 - Comparaison des calculs asymptotique et nume´rique. Evolution du spectre des principales valeurs
propres pour α = 0, β = 0.1, Re = 150 en fonction de d ; (a) 0 ≤ d ≤ 200 ; (b) 100 ≤ d ≤ 150. Les autres
parame`tres des parois compliantes sont B = 4 000, K = 1 000, H/h = 1 et m = 2. Les modes hydroe´lastiques
sont note´s FISI. Les autres modes sont des modes centrifuges. Les symboles correspondent au calcul nume´rique et
les traits pleins au calcul de σ00. Les fle`ches indiquent le sens des d croissants. Les points note´s A, B, C
indiquent des zones du spectre particulie`res (cf. §5.8).
du canal est traduit un mouvement longitudinal cisaille´.
Le re´sultat obtenu pour q00 concorde e´galement avec le calcul nume´rique. Pour la comparaison, on
reprend les parame`tres de parois pre´ce´dents : B = 4 000, K = 1 000, m = 2, H/h = 1 et d = 0
ainsi que le nombre de Reynolds Re = 150. Le nombre d’onde transverse est e´gal a` β = 0.1. Pour ces
parame`tres, σ00 = 0.1217 i est imaginaire pur et q00 s’e´crit
uˆ00 = −2 i y|σ00| , vˆ00 = 1, wˆ00 = 0, pˆ00 = −i|σ00| y.
Les fonctions propres calcule´es nume´riquement pour l’un des deux modes FISI 1 sont repre´sente´es sur
la figure 5.5. Pour les parame`tres choisis, les deux modes FISI 1 ont des valeurs propres conjugue´es
et les conclusions pour l’autre mode FISI 1 sont similaires. Le mode traite´ ici est le mode a` vitesse de
phase ne´gative. Les parties re´elle et imaginaire nume´riques de vˆ sont quasiment constantes, montrant que
l’analyse asymptotique donne une bonne approximation de la vitesse normale. On a choisi A00 = 1 dans
l’expression de q00. Cela revient a` diviser uˆ00, wˆ00 et pˆ00 par vˆ00. Pour faciliter la comparaison avec le
calcul asymptotique, les vitesses uˆ, wˆ et la pression pˆ obtenues nume´riquement sont adimensionne´es par
la valeur maximale de vˆ note´e vˆmax.
– La vitesse longitudinale nume´rique pre´sente une partie re´elle quasiment nulle et une partie imagi-
naire line´aire en y. La pente de la droite uˆ(y)/vˆmax est −16.3387 et la pente de la droite uˆ00 est
−16.4317.
– La vitesse transverse wˆ/vˆmax calcule´e nume´riquement est tre`s faible, de l’ordre de 10−5 (rappelons
que wˆ00 = 0).
– Enfin, la pression posse`de e´galement une partie re´elle quasiment nulle. La forme de sa partie ima-
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ginaire est non line´aire (alors que pˆ00 est une droite). Cependant, la pente de la droite passant par
les valeurs aux parois de la partie imaginaire de la pression est −0.1203 et est donc du meˆme ordre
de grandeur que la pente de pˆ00 e´gale a` −|σ00| = −0.1217.
L’analyse asymptotique concorde donc avec les re´sultats nume´riques. Une meilleure approximation
serait bien suˆr obtenue en prenant en compte les ordres suivants du de´veloppement asymptotique. La
comparaison a e´te´ faite ici dans le cas d = 0. Lorsque d est non nul, on obtient de meˆme un bon accord
entre la forme des modes obtenue nume´riquement et le calcul asymptotique a` l’ordre (β = 0, γ = 0).
Pour tous les cas conside´re´s, vˆ est quasiment constant et uˆ/vˆmax a une forme line´aire. Comme dans le
cas d = 0, les ordres de grandeur pour pˆ/vˆmax et wˆ/vˆmax sont bons mais les profils concordent moins
bien avec l’analyse asymptotique.
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FIG. 5.5 - Partie re´elle (trait pointille´) et partie imaginaire (trait plein) des vitesses longitudinale uˆ, normale vˆ,
transverse wˆ et de la pression pˆ calcule´s nume´riquement pour le mode FISI 1 a` vitesse de phase ne´gative. Les
valeurs trace´es pour uˆ, wˆ et pˆ sont divise´es par la valeur maximale de vˆ note´e vˆmax.
5.4.3 Re´sume´
Pour re´sumer, l’ordre (β = 0, γ = 0) du de´veloppement asymptotique permet d’obtenir deux so-
lutions. La comparaison avec le calcul nume´rique montre que ces deux solutions correspondent a` deux
modes hydroe´lastiques note´s FISI 1. L’accord entre re´sultats nume´riques et analytiques est satisfaisant
aussi bien pour les valeurs propres que les fonctions propres des deux modes. En particulier, l’ordre
(β = 0, γ = 0) du de´veloppement traduit bien le changement de comportement des modes FISI 1 dont
les valeurs propres, complexes pour les faibles valeurs de d, deviennent re´elles pour des valeurs de d
supe´rieures a` une valeur critique dc = 2
√
K(m+ 1). En revanche, des e´changes entre les modes FISI 1
a` valeur propre re´elle et des modes centrifuges ont lieu pour d > dc. Ces e´changes ne sont pas visibles
dans l’expression de σ00.
5.5 Re´sultats pour les ordres supe´rieurs
La de´marche pour calculer les ordres suivants du de´veloppement sera syste´matiquement la meˆme que
pour l’ordre (β = 0, γ = 0), c’est-a`-dire que l’on re´sout d’abord l’e´quation de continuite´ a` l’ordre ij
(calcul de vˆij) puis l’e´quation de quantite´ de mouvement suivant x (calcul de uˆij) puis suivant y (calcul
de pˆij). Le calcul de wˆij se fait inde´pendamment graˆce a` l’e´quation de quantite´ de mouvement suivant z.
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L’expression de qij fait intervenir 6 constantes d’inte´gration ainsi que σij . Les 6 conditions limites a`
l’ordre ij permettent de calculer 5 des constantes d’inte´gration et σij . Il reste donc a` chaque ordre une
constante inde´termine´e note´e Aij (cf.§5.6).
Les ordres calcule´s sont ceux explicite´s dans l’expression suivante :
σ = σ00 + γ σ01 + γ
2 σ02 + . . .
+ β
(
σ10 + γ σ11 + γ
2 σ12 + . . .
)
+ β2 (σ20 + γ σ21 + . . . ) + . . .
Les re´sultats pour les diffe´rents ordres de σ sont :
σ00 =
−d±√d2 − 4K(m+ 1)
2Re(m+ 1)
, (5.17)
σ20 =
σ200Re
2
σ200Re
2(m+ 1)−K
(
σ00
3
−
√
σ00√
Re
cosh
(√
σ00Re
)
sinh
(√
σ00Re
)) , (5.18)
σ02 =
1
σ00(σ
2
00Re
2(m+ 1)−K)
(
4− 4
3
σ00Re− 8
15
σ200Re
2 +
1
6
σ400Re
2
− 1
4
Eσ200 −
4√
σ00Re
sinh
(√
σ00Re
)
cosh
(√
σ00Re
)
)
, (5.19)
et
σ01 = σ10 = σ11 = σ12 = σ21 = 0.
Les trois termes d’ordre γ calcule´s sont nuls. On obtient donc le meˆme re´sultat pour les premiers
termes qu’avec le de´veloppement en fonction du seul parame`tre β (cf §5.1) a` partir d’e´quations plus
simples. Les re´sultats pour les fonctions propres qij sont reporte´s a` la fin de ce chapitre (cf. l’annexe
5.10) car leurs expressions sont tre`s longues. On remarquera que le fait que σij soit nul n’implique
pas que la fonction propre associe´e qij soit nulle. Les re´sultats pour σ20 et σ02 de´pendent de σ00 et
repre´sentent a priori une ou deux solutions suivant que σ00 est racine double ou simple de l’e´quation du
second degre´ (5.14).
5.6 Proble`me des constantes Aij
Comme explique´ dans le paragraphe pre´ce´dent, il reste a` chaque ordre ij une constante Aij inconnue.
A l’ordre 00, nous choisissons cette constante A00 e´gale a` 1. Aux ordres supe´rieurs, les constantes ne
peuvent eˆtre de´termine´es car il nous manque une e´quation pour fermer le proble`me.
En effet, nous avons quatre e´quations re´gissant le mouvement du fluide, une e´quation re´gissant
le de´placement de chaque paroi et trois conditions limites pour chaque interface fluide-paroi. Pour
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re´soudre le proble`me en (q, σ), nous avons utilise´ les e´quations pour le fluide et les 6 conditions limites
en faisant apparaıˆtre une constante Aij inde´termine´e pour chaque ordre. Restent donc deux e´quations
re´gissant le de´placement des parois. Le proble`me est que ces e´quations font apparaıˆtre deux inconnues
supple´mentaires, les de´placements ηˆ1 et ηˆ−1 des deux parois, et ne permettent donc pas d’obtenir les
constantes Aij .
Cette impossibilite´ a` de´terminer les constantes sugge`re que le proble`me ge´ne´ral est mal pose´. Cepen-
dant, les constantes Aij apparaissent uniquement dans les expressions de qij et pas dans celles de σij .
Nous allons voir que les re´sultats obtenus pour σij concordent avec le calcul nume´rique.
Notons par ailleurs que, Larose & Grotberg (1997), dont l’article a inspire´ ce travail, semblent ren-
contrer le meˆme proble`me. Rappelons que les auteurs conside`rent la stabilite´ line´aire temporelle des
perturbations bidimensionnelles de grande longueur d’onde longitudinale (α → 0) dans un canal plan
aux parois compliantes. Les valeurs propres temporelles et les vecteurs propres sont recherche´s sous
forme d’un de´veloppement en puissances entie`res de α et les deux premiers ordres du de´veloppement
sont calcule´s. Au premier ordre, apparaıˆt une constante inde´termine´e qui est fixe´e arbitrairement par les
auteurs. A l’ordre α, une deuxie`me constante B1 apparaıˆt dans l’expression du vecteur propre (voir leur
e´quation (4.6)). Cependant, ce proble`me est passe´ sous silence car les auteurs ne s’inte´ressent qu’a` la
valeur propre a` l’ordre α pour laquelle la constante B1 n’intervient pas (voir leur e´quation (4.7)).
5.7 Comparaison avec le calcul nume´rique pour les valeurs propres
La figure 5.6 (la figure 5.6(b) est un zoom de la figure 5.6(a)) pre´sente une comparaison du taux de
croissance du mode FISI 1 calcule´ nume´riquement avec la somme des trois premiers termes non nuls du
de´veloppement asymptotique, pour α = 0, β = 0.1, Re = 150, B = 4 000, K = 1 000, H/h = 1 et
m = 2. Le re´sultat pour σ00 seul est e´galement pre´sente´. L’accord est de´ja` satisfaisant en ne conside´rant
que l’ordre (β = 0, γ = 0) du de´veloppement (courbe en trait pointille´ de la figure 5.6(b)). L’ajout des
termes en β2 et γ2 permet encore d’ame´liorer la comparaison (courbe en trait plein de la figure 5.6(b)).
La figure 5.7 pre´sente l’e´volution de la partie re´elle et de la partie imaginaire des produits γ2σ02 et
β2σ20 en fonction de d dans le cas conside´re´. Le terme β2σ20 est faible sur toute la plage de valeurs de d.
La partie re´elle de γ2σ02 est e´galement relativement faible, mais sa partie imaginaire est plus importante.
La figure montre ainsi que l’ame´lioration de la pre´vision du mode`le asymptotique est principalement
due au terme γ2σ02, bien que la valeur de β soit non ne´gligeable (β = 0.1). En d = 0, la valeur propre
nume´rique de FISI 1 est σ = 3.886 10−5 + 1.222 10−1 i. La valeur de σ00 est 1.217 10−1 i et la somme
des trois premiers termes du de´veloppement est 2.712 10−5 + 1.222 10−1 i. La prise en compte des
autres termes du de´veloppement ame´liore donc la pre´vision de la valeur propre aussi bien sur la partie
re´elle que sur la partie imaginaire. En particulier, le caracte`re (le´ge`rement) instable du mode FISI 1 pour
d = 0 est maintenant reproduit dans l’analyse asymptotique.
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FIG. 5.6 - Comparaison des calculs nume´rique et asymptotique. Evolution du spectre des principales valeurs
propres pour α = 0, β = 0.1, Re = 150 en fonction de d (0 ≤ d ≤ 50). (b) zoom de la figure (a). Les autres
parame`tres des parois compliantes sont B = 4 000, K = 1 000, H/h = 1 et m = 2. Les modes hydroe´lastiques
sont note´s FISI. Les autres modes sont des modes centrifuges. Les fle`ches indiquent le sens des d croissants.
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FIG. 5.7 - (a) Partie re´elle et (b) partie imaginaire de γ2σ02 et β2σ20 en fonction de d (0 ≤ d ≤ 50) pour
β = 0.1, Re = 150, B = 4 000, K = 1 000 et m = 2.
5.8 Singularite´s des termes σ02 et σ20
Dans cette partie, nous nous inte´ressons aux jeux de parame`tres pour lesquels les termes σ20 et σ02
ne sont pas de´finis. En effet, les termes σ20 et σ02 pre´sentent des singularite´s pour certaines valeurs de
parame`tres. Ils pre´sentent tous deux une singularite´ lorsque σ200Re2(m + 1) − K = 0. Le terme σ20
123
ANALYSE ASYMPTOTIQUE DE LA STABILITE´ LINE´AIRE EN CANAL COURBE AUX PAROIS COMPLIANTES
pre´sente de plus une singularite´ lorsque sinh(
√
σ00Re) = 0 et le terme σ02 lorsque cosh(
√
σ00Re) = 0.
Nous allons conside´rer l’annulation de ces diffe´rents termes, sachant que σ00 peut eˆtre re´el, complexe ou
imaginaire pur (dans le cas complexe, la fonction cosinus hyperbolique peut eˆtre nulle).
5.8.1 Annulation du terme σ2
00
Re
2(m + 1)−K (singularite´ de σ02 et σ20)
Le terme σ200Re2(m+1)−K s’annule lorsque d = 2
√
K(m+ 1) c’est-a`-dire lorsque σ00 est racine
double de l’e´quation (5.14). Cette valeur de σ00 correspond pre´cise´ment au changement de comportement
de σ00 : pour d < 2
√
K(m+ 1), les deux solutions σ00 sont complexes et pour d > 2
√
K(m+ 1), les
deux solutions σ00 sont re´elles. Ce changement de comportement, que l’on observe dans les calculs
nume´riques (cf. le point A sur la figure 5.4(b)), se traduit donc par une singularite´ des solutions σ20 et
σ02 dans le calcul asymptotique.
La figure 5.8 repre´sente un zoom de la figure 5.4(b) au niveau du point note´ A et montre l’e´volution
du spectre nume´rique des valeurs propres en fonction de d autour du point d = 2
√
K(m+ 1). Lorsqu’on
se rapproche de ce point, l’espacement entre les diffe´rentes valeurs propres augmente lorsque d varie.
La pre´cision du calcul nume´rique ne nous permet pas d’atteindre le point exact ou` les deux modes se
rejoignent sur l’axe des re´els lorsque d atteint la valeur critique. Cependant, lorsque d tend (de manie`re
croissante ou de´croissante) vers la valeur critique, les valeurs propres tendent vers la meˆme limite. Le
calcul nume´rique ne permet donc pas de mettre en e´vidence une ve´ritable discontinuite´ au point critique.
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FIG. 5.8 - Zoom de la figure 5.4(b) autour du point A. Evolution du spectre des principales valeurs propres pour
α = 0, β = 0.1, Re = 150 en fonction de d (107 ≤ d ≤ 112). Les autres parame`tres des parois compliantes sont
B = 4 000, K = 1 000, H/h = 1 et m = 2. Les fle`ches indiquent le sens des d croissants.
5.8.2 Annulation du terme sinh(
√
σ00Re) (singularite´s de σ20)
La fonction sinus hyperbolique, comme la fonction exponentielle, peut eˆtre e´tendue a` l’ensemble des
nombres complexes. La fonction sinh(x) avec x ∈ C s’annule si et seulement si ex − e−x = 0 soit
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e2x = 1 = e2ikpi avec k ∈ Z.
Par conse´quent, le terme sinh(
√
σ00Re) s’annule si et seulement si
√
σ00Re = ikπ avec k ∈ Z.
Nous allons distinguer les cas ou` les deux solutions σ00 sont re´elles ou complexes.
1. Les deux solutions σ00 sont complexes (0 ≤ d < 2
√
K(m+ 1))
Les deux solutions σ00 sont complexes lorsque 0 ≤ d < 2
√
K(m+ 1). Elles valent alors
σ00 =
−d
2Re(m+ 1)
+ ǫi
√
4K(m+ 1)− d2
2Re(m+ 1)
avec ǫ = ±1.
La racine carre´e de σ00 Re ∈ C s’e´crit
√
σ00Re =
√√
K/(m + 1)− d/2(m+ 1)
2
+ ǫ i
√√
K/(m+ 1) + d/2(m + 1)
2
ou`
√
K/(m + 1) est le module de σ00 Re. Pour que
√
σ00Re soit e´gal a` ikπ (k ∈ Z), il est ne´cessaire
que sa partie re´elle soit nulle, c’est-a`-dire que d = 2
√
K(m+ 1), ce qui est exclu par hypothe`se. Le
terme sinh(
√
σ00Re) ne s’annule donc pas lorsque 0 ≤ d < 2
√
K(m+ 1).
2. Les deux solutions σ00 sont re´elles (d ≥ 2
√
K(m + 1))
Les deux solutions σ00 sont re´elles lorsque d ≥ 2
√
K(m+ 1). Elles valent alors
σ00 =
−d+ ǫ√d2 − 4K(m+ 1)
2Re(m+ 1)
avec ǫ = ±1.
Ces deux solutions sont ne´gatives. Dans ce cas,
√
σ00Re = i
√
d− ǫ√d2 − 4K(m+ 1)
2(m+ 1)
.
Pour que sinh(
√
σ00Re) = 0, il faut donc re´soudre√
d− ǫ√d2 − 4K(m+ 1)
2(m+ 1)
= kπ, avec k ∈ N
qui peut se re´e´crire
−ǫ
√
d2 − 4K(m+ 1) = 2(m+ 1)k2π2 − d.
Le terme d2 − 4K(m + 1) est un re´el positif par hypothe`se si bien que l’e´quation admet une solution
uniquement lorsque
d ≥ 2(m+ 1)k2π2 si ǫ = 1,
d ≤ 2(m+ 1)k2π2 si ǫ = −1. (5.20)
125
ANALYSE ASYMPTOTIQUE DE LA STABILITE´ LINE´AIRE EN CANAL COURBE AUX PAROIS COMPLIANTES
Cette solution s’e´crit alors
d =
(m+ 1)k4π4 +K
k2π2
, avec k ∈ N∗. (5.21)
Cela signifie que lorsque d ve´rifie l’e´quation (5.21), l’une ou l’autre des solutions σ00 ve´rifie l’e´quation
sinh(
√
σ00Re) = 0. Dans ce cas, σ20 n’est pas de´finie. C’est donc uniquement lorsque σ00 est re´el que
la fonction σ20 n’est pas de´finie.
Reprenons l’exemple des figures pre´ce´dentes. La solution σ20 associe´e a` ǫ = 1 pre´sente une singu-
larite´ uniquement pour k = 1 (d = 130.93). Pour toutes les autres valeurs de k, c’est la solution σ20
associe´e a` ǫ = −1 qui pre´sente une singularite´, notamment pour d = 143.76 (k = 2).
Or, toutes les valeurs de d ve´rifiant l’e´quation (5.21) que nous avons e´tudie´es correspondent a` des
e´changes entre modes dont les valeurs propres sont re´elles. La valeur critique d = 130.93 notamment
(pour k = 1) correspond a` un e´change entre modes dans la zone note´e B sur la figure 5.4(b), zone que
l’on peut voir sur le zoom de la figure 5.9. Sur la figure est repre´sente´e l’e´volution de 3 modes, un mode
FISI 1 et deux modes centrifuges. Le calcul nume´rique montre un e´change entre le mode FISI 1 et l’un
des modes centrifuges pour d ≃ 128.85. Les valeurs propres des deux modes entre lesquels l’e´change a
lieu quittent alors l’axe des re´els. Le deuxie`me mode centrifuge, note´ 2 sur la figure, est associe´ a` une
valeur propre re´elle croissante.
Avant l’e´change entre les modes, le calcul asymptotique correspond au mode FISI 1. En revanche,
une fois que l’e´change a eu lieu, la valeur propre asymptotique ne correspond plus a` la valeur propre du
mode FISI 1. La valeur propre nume´rique associe´e au mode 2 pour d = 140 (apre`s e´change) est e´gale
a` σ = −5.908 10−2. Pour cette valeur de d, σ00 = −5.869 10−2. Cela signifie qu’apre`s l’e´change entre
modes, c’est le mode 2 qui est de´sormais obtenu graˆce a` l’analyse asymptotique.
On voit donc que, pour des valeurs de d proches des valeurs critiques pour lesquelles des e´changes ont
lieu, le calcul asymptotique ne concorde pas avec le calcul nume´rique (σ20 →∞). Hors des zones ou` des
e´changes entre modes ont lieu, le calcul asymptotique concorde certes avec le calcul nume´rique mais ne
correspond pas toujours au meˆme mode. Le calcul asymptotique concorde toujours avec un mode dont
la valeur propre est re´elle.
5.8.3 Annulation du terme cosh(
√
σ00Re) (singularite´s de σ20)
Comme la fonction sinus hyperbolique, la fonction cosinus hyperbolique peut eˆtre e´tendue a` l’en-
semble des nombres complexes. La fonction cosh(x) avec x ∈ C s’annule si et seulement si ex+e−x = 0
soit e2x = −1 = e(2k+1)ipi avec k ∈ Z.
Le terme cosh(
√
σ00Re) s’annule donc lorsque
√
σ00Re = (2k+1)iπ avec k ∈ Z. Par un raisonne-
ment analogue a` celui fait pour re´soudre sinh(
√
σ00Re) = 0, on montre que cela est possible uniquement
lorsque les solutions σ00 sont re´elles, c’est-a`-dire lorsque d ≤ 2
√
K(m+ 1), et a lieu pour les valeurs :
d =
(m+ 1)(2k + 1)4π4/4 + 4K
(2k + 1)2π2
avec k ∈ N,
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FIG. 5.9 - Zoom de la figure 5.4(b) autour du point B. Evolution du spectre des principales valeurs propres pour
α = 0, β = 0.1, Re = 150 en fonction de d (128 ≤ d ≤ 140). Les fle`ches indiquent le sens des d croissants.
et avec la condition
d ≥ m+ 1
2
(2k + 1)2π2 si ǫ = 1,
d ≤ m+ 1
2
(2k + 1)2π2 si ǫ = −1.
(5.22)
Quel que soit k ∈ N, il y a donc une des deux solutions σ02 qui n’est pas de´finie.
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FIG. 5.10 - Zoom de la figure 5.4(b) autour du point C. Evolution du spectre des principales valeurs propres pour
α = 0, β = 0.1, Re = 150 en fonction de d (110.5 ≤ d ≤ 130). Les fle`ches indiquent le sens des d croissants.
Pour les parame`tres conside´re´s dans ce chapitre, la solution σ02 associe´e a` ǫ = 1 pre´sente une singu-
larite´ uniquement lorsque k = 0 (d = 412.68). Pour toutes les autres valeurs de k > 0, c’est la solution
σ02 associe´e a` ǫ = −1 qui n’est pas de´finie, notamment pour d = 111.65 (k = 1).
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Cette valeur de d correspond a` un e´change entre modes dans la zone note´e C sur la figure 5.4(b), zone
que l’on peut voir sur le zoom de la figure 5.10. La situation est la meˆme qu’au point B. Trois modes
sont repre´sente´s, le mode FISI 1 et deux modes centrifuges. Un e´change entre le mode FISI 1 et l’un
des modes centrifuges est observe´ pour d ≃ 111, 35. Les valeurs propres des deux modes entre lesquels
l’e´change a lieu quittent alors l’axe des re´els et le rejoignent a` nouveau a` partir de d ≃ 155 (la valeur
d = 155 n’est pas pre´sente´e sur la figure 5.10 pour laquelle 110.5 ≤ d ≤ 130). Le deuxie`me mode
centrifuge, note´ 2 sur la figure, est associe´ a` une valeur propre re´elle de´croissante.
Comme au point B, avant l’e´change, le calcul asymptotique correspond au mode FISI 1. La zone ou`
l’e´change a lieu est mal reproduite par le calcul asymptotique puisque σ02 → ∞. Apre`s l’e´change, le
calcul asymptotique correspond au mode 2 : pour d = 130, σ nume´rique = −0.2212 et σ00 = −0.2222.
Ainsi, comme pour les singularite´s associe´es a` sinh(
√
σ00Re) = 0, ce n’est pas le meˆme mode qui est
suivi avant et apre`s l’e´change.
5.9 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons mene´ une analyse asymptotique afin d’e´tudier la stabilite´ line´aire
des perturbations de grande longueur d’onde transverse β, homoge`nes dans la direction longitudinale,
dans un canal courbe aux parois compliantes. Des re´sultats analytiques ont e´te´ obtenus graˆce a` un
de´veloppement re´gulier en fonction de deux parame`tres, β et γ le parame`tre de courbure. Les e´quations
du proble`me ont duˆ eˆtre reconside´re´es par rapport au chapitre 2 pour inclure les termes d’ordre γ2.
Le proble`me aux valeurs propres asymptotique a seulement deux solutions. Cela sugge`re qu’une autre
forme de de´veloppement asymptotique doit eˆtre recherche´e pour trouver les autres modes. D’autre part,
la pre´sence d’une constante inde´termine´e a` chaque ordre du de´veloppement autre que l’ordre (β = 0,
γ = 0) sugge`re que le proble`me ge´ne´ral est mal pose´. Malgre´ ses de´fauts, l’e´tude permet toutefois
d’obtenir un certain nombre de re´sultats inte´ressants.
Les premiers termes du de´veloppement ont donc e´te´ calcule´s. Le calcul des valeurs propres fait ap-
paraıˆtre trois termes, respectivement d’ordre 1, γ2 et β2. Les re´sultats ont e´te´ se´pare´s suivant la valeur
de la dissipation viscoe´lastique d en fonction des autres parame`tres. Nous avons mis en e´vidence l’exis-
tence d’une valeur d critique dc qui correspond a` un changement de comportement des modes obtenus
par l’analyse asymptotique.
– Pour d < dc, les re´sultats de l’analyse asymptotique correspondent a` deux modes hydroe´lastiques
note´s FISI 1 dont les valeurs propres sont complexes conjugue´es. Pour cette plage de valeurs de d,
un tre`s bon accord est obtenu entre calculs nume´rique et asymptotique aussi bien pour les valeurs
que pour les vecteurs propres.
– Pour d = dc, les valeurs propres obtenues par l’analyse asymptotique aux ordres β2 et γ2 pre´sentent
une singularite´. Elle se traduit pour le calcul nume´rique par le passage pour les modes FISI 1
de valeurs propres complexes conjugue´es a` des valeurs propres re´elles. Pour d ≃ dc, les calculs
asymptotique et nume´rique ne concordent pas.
– Pour d > dc, la situation est plus complexe. Les valeurs propres obtenues analytiquement sont
des re´els ne´gatifs et correspondent donc a` des modes stables. Les termes σ02 et σ20 pre´sentent
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des singularite´s pour certains parame`tres que nous avons de´termine´s. Nous avons montre´ que ces
singularite´s se traduisent par des e´changes de modes dans le calcul nume´rique.
Lorsqu’un e´change a lieu, les valeurs propres du mode FISI 1 et d’un deuxie`me mode deviennent
complexes conjugue´s. Pour tous les e´changes conside´re´s, un troisie`me mode intervient. Sa valeur
propre est tre`s proche de celles des modes entre lesquels l’e´change a lieu. Une fois que l’e´change
a eu lieu, c’est le troisie`me mode et non plus le mode FISI 1 qui est retrouve´ graˆce a` l’analyse
asymptotique. Par conse´quent, une fois la valeur propre du mode FISI 1 devenue re´elle pour d = dc,
il n’est finalement plus possible d’associer le re´sultat asymptotique au mode FISI 1 ni a` un mode
en particulier mais a` une succession de modes.
Plus les valeurs de d sont proches des valeurs critiques singulie`res, moins le de´veloppement asymp-
totique concorde avec le calcul nume´rique. En dehors des zones ou` les e´changes ont lieu, l’analyse
asymptotique correspond bien au calcul nume´rique mais, suivant la valeur de d, c’est un mode
diffe´rent qui est suivi.
Remarquons que les termes non calcule´s du de´veloppement peuvent a priori pre´senter des singula-
rite´s diffe´rentes de celles calcule´es ici. Cependant, les expressions des vecteurs qij posse`dent les meˆmes
singularite´s que σ02 et σ20, c’est-a`-dire pour cosh(
√
σ00Re) ou sinh(
√
σ00Re) (cf. annexe 5.10). Cela
est vrai non seulement pour q20 et q02, mais e´galement pour les 6 autres vecteurs qij calcule´s. Il semble
donc raisonnable de supposer que ce sont les seules singularite´s existantes meˆme aux ordres supe´rieurs.
Le temps passe´ sur cette e´tude a essentiellement e´te´ consacre´ a` obtenir les re´sultats puis a` s’assurer de
leur validite´ par comparaison avec le calcul nume´rique. En particulier, on s’est inte´resse´ aux singularite´s
pre´sente´es par le calcul asymptotique. Cependant, ces singularite´s ont lieu pour des valeurs propres
stables, les modes obtenus par l’analyse asymptotique e´tant instables uniquement pour une faible gamme
de parame`tres (d ≃ 0). Ainsi pour conclure sur la stabilite´ des perturbations de grande longueur d’onde,
deux prolongements de l’e´tude s’imposent. D’une part, une analyse plus approfondie du cas d ≃ 0 doit
eˆtre mene´e. D’autre part, il sera ne´cessaire d’obtenir par un autre de´veloppement asymptotique les modes
centrifuges, e´galement instables pour les grandes longueurs d’onde.
Une e´tude similaire devra eˆtre mene´e pour l’e´coulement de Taylor-Couette pour lequel les per-
turbations de grande longueur d’onde jouent e´galement un roˆle pre´dominant. On devrait, dans ce cas
e´galement, retrouver le comportement particulier des modes hydroe´lastiques lorsque leurs valeurs
propres deviennent re´elles.
5.10 Annexe : re´sultats pour les fonctions propres qij
Les re´sultats obtenus pour les valeurs propres σij et les fonctions propres qij sont de´taille´s ici. Seules
les expressions de taille raisonnable sont explicite´es.
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Ordre 00
σ00 =
−d±
√
d2 − 4K(m+ 1)
2Re(m+ 1)
(5.23)


uˆ00 =
2A00
σ00
y
vˆ00 = A00
wˆ00 = 0
pˆ00 = −σ00A00y
(5.24)
Ordre 10
σ10 = 0 (5.25)


uˆ10 =
2A10
σ00
y
vˆ10 = A10
wˆ10 = iA00
(
y − sinh
(
y
√
σ00Re
)
sinh
(√
σ00Re
) )
pˆ10 = −σ00A10y
(5.26)
Ordre 20
σ20 =
σ200Re
2
σ200Re
2(m+ 1)−K
(
σ00
3
−
√
σ00√
Re
cosh
(√
σ00Re
)
sinh
(√
σ00Re
)) (5.27)
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

uˆ20 = 2
A20
σ00
y +
A00
σ00
[
y
(
y2 − 2σ20
σ00
+
4
σ00Re
)
− y
2
√
σ00Re
cosh
(
y
√
σ00Re
)
sinh
(√
σ00Re
)
+
(
−1
2
− 4
σ00Re
+
y2
2
− 3
2
√
σ00Re
cosh
(√
σ00Re
)
sinh
(√
σ00Re
)
)
sinh
(
y
√
σ00Re
)
sinh
(√
σ00Re
)
]
vˆ20 = A20 +A00
(
y2
2
− 1√
σ00Re
cosh
(
y
√
σ00Re
)
sinh
(√
σ00Re
)
)
wˆ20 = iA10
(
y − sinh
(
y
√
σ00Re
)
sinh
(√
σ00Re
) )
pˆ20 = −A00
6
σ00y
3 − (σ00A20 + σ20A00)y
(5.28)
Ordre 01
σ01 = 0 (5.29)


uˆ01 =
2A00
σ200Re
cosh
(
y
√
σ00Re
)
cosh
(√
σ00Re
) + 2A01
σ00
y − A00
σ00
(
3
2
y2 +
1
6
+
2
σ00Re
)
vˆ01 = A01 − A00
2
y
wˆ01 = 0
pˆ01 = −σ00A01y +A00
(
− y
4
2σ00
+
(
1
σ00
+
σ00
4
)
y2 − 1
2σ00
+
σ00
4
)
(5.30)
Ordre 11
σ11 = 0 (5.31)
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

uˆ11 =
2A10
σ200Re
cosh
(
y
√
σ00Re
)
cosh
(√
σ00Re
) + 2A11
σ00
y − A10
σ00
(
3
2
y2 +
1
6
+
2
σ00Re
)
vˆ11 = A11 − A10
2
y
wˆ11 = f(Re, σ00, A00, A01)
pˆ11 = −σ00A11y +A10
(
− y
4
2σ00
+
(
1
σ00
+
σ00
4
)
y2 − 1
2σ00
+
σ00
4
)
(5.32)
Ordre 21
σ21 = 0 (5.33)


uˆ21 = f(Re, σ00, σ20, A00, A01, A20, A21)
vˆ21 = f(Re, σ00, A00, A01, A20, A21)
wˆ21 = f(Re, σ00, A00, A10, A11)
pˆ21 = f(Re, σ00, σ20, A00, A01, A20, A21)
(5.34)
Ordre 02
σ02 =
1
σ00(σ200Re
2(m+ 1)−K)
(
4− 4
3
σ00Re− 8
15
σ200Re
2 +
1
6
σ400Re
2
− 1
4
Eσ200 −
4√
σ00Re
sinh
(√
σ00Re
)
cosh
(√
σ00Re
)) , (5.35)
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

uˆ02 = f(Re, σ00, σ02, A00, A01, A02)
vˆ02 = A02 − A01
2
y +
A0
4
y2
wˆ02 = 0
pˆ02 =
[(
− 1
12
σ00 x
3 − 1
6
x
σ00
− x
3
σ00
− 2 x
σ002Re
+
19
30
x5
σ00
+
2
3
x3
σ002Re
− σ002x
)
+
2
Reσ200 cosh
(√
σ00Re
)
(
2x
σ00Re
cosh
(√
σ00Rex
)
+
(
−σ00Rex
2 + 2
(σ00Re)3/2
+
1√
σ00Re
)
sinh
(√
σ00Rex
))]
A00
+
(
1
4
σ00 x
2 +
x2
σ00
− 1/2 x
4
σ00
− 1
2
1
σ00
− 1
4
σ00
)
A01 − σ00A02 x
(5.36)
Ordre 12
σ12 = 0 (5.37)


uˆ12 = f(Re, σ00, σ02, A10, A11, A12)
vˆ12 = A1 − A11
2
y +
A1
4
y2
wˆ12 = f(Re, σ00, σ02, A00, A10, A11)
pˆ12 = f(Re, σ00, σ02, A00, A10, A11, A12)
(5.38)
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Conclusion ge´ne´rale
Dans ce travail, nous avons e´tudie´ l’influence de parois compliantes sur la stabilite´ line´aire de deux
configurations simples d’e´coulements soumises a` un me´canisme d’instabilite´ centrifuge. Ces deux confi-
gurations sont l’e´coulement dans un canal courbe et l’e´coulement de Taylor-Couette lorsque le cylindre
inte´rieur est en rotation. Dans les deux cas, l’instabilite´ centrifuge favorise l’apparition de paires de tour-
billons contrarotatifs. Bien que la litte´rature sur les parois compliantes soit tre`s riche, peu de re´sultats
existent pour ce type de configuration. Nous avons conside´re´ la stabilite´ line´aire temporelle de ces deux
e´coulements graˆce a` la re´solution nume´rique d’un proble`me aux valeurs propres, en nous plac¸ant dans la
limite des parois de faible courbure.
Les parois compliantes sont des milieux complexes qui peuvent eˆtre mode´lise´s de manie`re plus ou
moins e´labore´e. Le mode`le utilise´ dans cette e´tude repre´sente les parois comme des coques minces
flexibles relie´es a` une base rigide par un ensemble de ressorts et d’amortisseurs. Ce mode`le, introduit
par Carpenter & Garrad (1985), a e´te´ largement utilise´ pour repre´senter des parois planes. Nous avons
pu valider nos calculs par comparaison avec des re´sultats existants utilisant ce mode`le. Nous avons ainsi
conside´re´ la stabilite´ des ondes de Tollmien-Schlichting dans un canal courbe aux parois compliantes et
retrouve´ les re´sultats de Davies & Carpenter (1997a) lorsque les parois sont planes.
Nous avons e´tendu le mode`le pour parois planes de Carpenter & Garrad (1985) a` des parois courbes
graˆce a` la the´orie des coques minces. L’e´quation de de´placement des parois fait intervenir, par rapport
au cas plan, un terme supple´mentaire proportionnel au carre´ du parame`tre de courbure γ2. Dans une
grande partie de l’e´tude (les chapitres 3 et 4), le proble`me aux valeurs propres a e´te´ tronque´ a` l’ordre γ,
ce terme n’intervenant alors pas dans nos e´quations. Des re´sultats pre´liminaires obtenus dans le chapitre
5 en conside´rant le proble`me a` l’ordre γ2 montrent que ce terme a une influence uniquement quantitative
sur les re´sultats et ne modifie pas le caracte`re stable ou instable des perturbations.
Pour les deux configurations conside´re´es, la flexibilite´ des parois autorise l’apparition de quatre
modes hydroe´lastiques. Pour tous les parame`tres de paroi e´tudie´s, les perturbations sont d’autant plus
influence´es par la compliance des parois que leur longueur d’onde est grande. Cette influence de la flexi-
bilite´ des parois est de´stabilisante aussi bien sur les tourbillons que sur les modes hydroe´lastiques de
grande longueur d’onde. Ainsi, si les parois sont suffisamment flexibles, le nombre de Reynolds critique
d’apparition des instabilite´s diminue par rapport au cas ou` les parois sont rigides. La de´stabilisation des
modes hydroe´lastiques homoge`nes dans la direction longitudinale (α = 0) est diffe´rente pour les deux
configurations. Pour l’e´coulement en canal courbe, les modes hydroe´lastiques instables ont des valeurs
propres complexes conjugue´es et peuvent donner lieu a` une onde stationnaire (standing wave). Pour
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l’e´coulement de Taylor-Couette, l’instabilite´ des modes hydroe´lastiques est provoque´e par un mode isole´
a` valeur propre re´elle, engendrant une de´formation statique de la paroi. Nous avons e´galement mis en
e´vidence le comportement particulier des modes hydroe´lastiques stables de grande longueur d’onde sou-
mis a` des phe´nome`nes d’e´changes entre modes. Ces e´changes compliquent beaucoup l’identification des
diffe´rents modes et donc l’analyse des re´sultats.
Dans le but d’e´tudier plus en de´tail la limite – non accessible nume´riquement – des grandes lon-
gueurs d’onde, nous avons initie´ une analyse asymptotique de la stabilite´ line´aire de l’e´coulement en
canal courbe. Pour cela, nous avons conside´re´ le cas limite des perturbations bidimensionnelles trans-
verses (α = 0) dans la limite des grandes longueurs d’onde longitudinales (β → 0). Nous avons propose´
un de´veloppement re´gulier des valeurs et fonctions propres en fonction des deux parame`tres β et γ.
La re´solution analytique des premiers ordres de ce proble`me donne deux solutions qui correspondent,
sauf cas particuliers, a` deux modes du calcul nume´rique. De plus, les solutions analytiques comportent
des singularite´s traduisant les e´changes entre diffe´rents modes. Ces premiers re´sultats montrent l’inte´reˆt
de l’analyse asymptotique pour comple´ter les re´sultats nume´riques. Elle demande cependant a` eˆtre ap-
profondie car nous n’avons pour le moment pas statue´ sur la stabilite´ des perturbations de tre`s grande
longueur d’onde. Une telle analyse doit eˆtre e´galement mene´e pour l’e´coulement de Taylor-Couette.
Les parois compliantes sont, dans beaucoup de configurations, un moyen de retarder l’apparition
des instabilite´s et la transition vers la turbulence. D’apre`s notre travail, c’est le contraire qui est ob-
serve´ pour nos deux configurations d’e´coulements. Les rares e´tudes pre´sentes dans la litte´rature pour
l’e´coulement de Taylor-Couette arrivent a` la meˆme conclusion (Kempf & McHugh, 1996, Koga & Na-
gata, cite´s dans Carpenter & Pedley, 2003). Aucune e´tude n’est a` notre connaissance disponible pour
le cas du canal courbe. En revanche, il faut noter que quelques travaux traitent le cas de la couche li-
mite sur paroi concave (Yurchenko & Babenko, 1987; Denier & Hall, 1991), e´galement soumise a` un
me´canisme d’instabilite´ centrifuge qui provoque l’apparition de tourbillons, dits tourbillons de Go¨rtler.
Un effet le´ge`rement stabilisant de la compliance des parois sur les tourbillons est ge´ne´ralement constate´.
La diffe´rence observe´e pour nos deux e´coulements et pour l’e´coulement sur paroi concave peut s’expli-
quer par le fait que les tourbillons de Go¨rtler stabilise´s sont confine´s dans une zone proche paroi. Ils sont
donc peut-eˆtre soumis de manie`re diffe´rente a` l’influence des parois que les tourbillons de Dean et de
Taylor qui occupent la totalite´ de l’espace entre deux parois. C’est pourquoi il serait inte´ressant d’e´tudier
avec notre mode`le le cas des tourbillons de Go¨rtler pour savoir si nous confirmons ou non les re´sultats
de la litte´rature.
Le mode`le que nous avons choisi pour les parois fait intervenir beaucoup de parame`tres. C’est pour-
quoi nous en avons fixe´ un certain nombre. Une extension directe de l’e´tude serait donc de conside´rer
l’influence des parame`tres que nous avons ne´glige´s : la masse des parois et la tension longitudinale.
De meˆme, pour l’e´coulement de Taylor-Couette, nous nous sommes place´s dans le cas ide´al de parois
purement e´lastiques en ne´gligeant l’influence de la dissipation viscoe´lastique. On sait cependant que ce
parame`tre peut modifier qualitativement la stabilite´ des diffe´rentes perturbations. Dans notre mode`le, le
de´placement des parois est uniquement normal et uniquement ge´ne´re´ par les efforts de pression exerce´s
par le fluide. Il serait bien suˆr e´galement enrichissant de conside´rer l’influence des contraintes visqueuses
et du de´placement tangentiel des parois.
Les re´sultats obtenus ici sont valables pour des parois uniquement repre´sente´es par notre mode`le.
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Un autre type de parois pourrait a priori avoir un effet stabilisant sur les tourbillons. Ainsi, il serait
inte´ressant de changer comple`tement de mode`le en conside´rant par exemple un mode`le anisotrope. De
nombreuses e´tudes ont en effet montre´ que les parois anisotropes avaient un effet plus stabilisant que les
parois isotropes.
De manie`re plus ge´ne´rale, la the´matique des parois compliantes est nouvelle dans l’e´quipe Stabilite´ et
Controˆle de l’IMFT. L’expe´rience acquise dans le domaine au cours de cette the`se pourrait eˆtre couple´e
aux techniques de´veloppe´es dans le groupe, en particulier la me´thode de controˆle optimal. On pourrait
ainsi dans un e´coulement stabilise´ par la compliance des parois, comme celui de couche limite sur plaque
plane, utiliser les techniques de controˆle optimal pour optimiser les parame`tres de paroi afin de retarder
au mieux la transition vers la turbulence.
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Annexes
Comme annonce´ en introduction du manuscrit, les deux chapitres suivants de l’annexe ne concernent
pas les parois compliantes. C’est pourquoi, bien qu’ils repre´sentent une part importante de mon travail,
ils sont reporte´s en annexe. Le chapitre A traite du de´veloppement et de l’imple´mentation d’un code de
calcul ae´roacoustique. Le chapitre B traite de l’obtention des e´quations adjointes associe´es aux e´quations
de Navier-Stokes pour l’e´coulement instationnaire d’un fluide visqueux compressible. Le calcul de ces
e´quations adjointes est ne´cessaire pour mettre en place la technique de controˆle optimal.
Comme explique´ en introduction, ce travail se poursuit depuis octobre 2006 dans le cadre de la the`se
de Laia Moret Gabarro et du projet europe´en AeroTraNet (2005). A ce projet participent quatre parte-
naires acade´miques : l’universite´ de Leiscester, l’e´cole polytechnique de Turin, l’universite´ de Rome 3
et l’Institut de Me´canique des Fluides de Toulouse et quatre partenaires issus de l’industrie ae´ronautique
et automobile : Airbus France, Alstom, Fiat et Renault. Le but du projet est de de´velopper pour l’in-
dustrie ae´ronautique des techniques de mesure et de controˆle du bruit et des instabilite´s ge´ne´re´es par
l’e´coulement affleurant une cavite´. La partie controˆle du projet concerne plus spe´cifiquement l’IMFT.
Annexe A
Imple´mentation d’un code de calcul
ae´roacoustique bidimensionnel
A.1 Pre´sentation
Ce chapitre traite du de´veloppement et de l’imple´mentation d’un code de calcul ae´roacoustique afin
de simuler l’e´coulement bidimensionnel affleurant une cavite´ rectangulaire et le bruit ge´ne´re´ par cet
e´coulement. Ce code de calcul est e´crit en Fortran et utilise des sche´mas aux diffe´rences finies.
Un code de calcul ae´roacoustique doit permettre de re´soudre a` la fois l’e´coulement et les ondes acous-
tiques ge´ne´re´es. Or l’amplitude des ondes acoustiques est tre`s faible compare´e aux fluctuations de pres-
sion de l’e´coulement (de l’ordre de 10−4 fois plus faible). La re´solution nume´rique ne´cessite donc l’uti-
lisation de sche´mas nume´riques d’ordre e´leve´, peu dispersifs et peu dissipatifs, afin de limiter l’erreur
de discre´tisation. Avec des sche´mas d’ordre peu e´leve´, l’erreur nume´rique peut en effet eˆtre du meˆme
ordre de grandeur que les perturbations acoustiques. Les conditions limites doivent e´galement permettre
aux perturbations acoustiques de sortir du domaine de calcul sans re´flexion parasite et doivent donc eˆtre
particulie`rement soigne´es.
Le code de calcul a e´te´ valide´ dans des configurations ge´ome´triques simples. Cependant, en pre´sence
d’une ge´ome´trie plus complexe comme celle de la cavite´, d’importantes instabilite´s nume´riques sont
ge´ne´re´es au niveau des singularite´s ge´ome´triques que repre´sentent les coins amont et aval de la cavite´.
Le de´veloppement du code de calcul et la re´solution du proble`me des coins se poursuivent depuis octobre
2006 dans le cadre de la the`se de Laia Moret-Gabarro.
Le code de calcul de´veloppe´ est de´crit dans la premie`re partie. Dans la deuxie`me partie sont pre´sente´s
les cas tests monodimensionnels (1D) qui ont servi de toute premie`re validation au code en ve´rifiant
l’imple´mentation des sche´mas de discre´tisation et des diffe´rentes conditions limites. Dans la troisie`me
partie sont pre´sente´s trois cas tests bidimensionnels (2D). Ces trois cas tests sont propose´s par Bogey
(2000) et Gloerfelt (2001) dans leurs the`ses respectives effectue´es a` l’Ecole Centrale de Lyon. Bogey
(2000) a de´veloppe´ un code de calcul pour l’e´tude du bruit ae´roacoustique d’e´coulements a` frontie`res
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libres. Gloerfelt (2001) a modifie´ ce code afin de simuler le bruit ge´ne´re´ par l’e´coulement affleurant une
cavite´.
Dans le premier proble`me, on simule, en re´solvant les e´quations d’Euler, l’e´volution d’une impul-
sion de pression en pre´sence d’un e´coulement uniforme a` frontie`res libres (Bogey, 2000). Le but est de
tester les conditions limites non re´fle´chissantes. Les deuxie`me et troisie`me proble`mes sont respective-
ment un e´coulement plan de Poiseuille et un e´coulement laminaire de couche limite sur plaque plane
(Poinsot & Lele, 1992; Gloerfelt, 2001). L’inte´reˆt est cette fois de ve´rifier l’imple´mentation des termes
visqueux et de la condition limite de paroi.
Pour traiter des ge´ome´tries (relativement) complexes avec un maillage structure´, il est ne´cessaire de
diviser le domaine de calcul en plusieurs sous-domaines. Une solution simple, de´crite dans la partie A.7
est propose´e pour le cas de la cavite´.
Pour conclure, les modifications apporte´es par Laia Moret-Gabarro seront brie`vement explicite´es.
Il s’agit de l’imple´mentation d’une nouvelle condition limite afin d’assurer une meilleure re´solution
de l’e´coulement au niveau des coins de la cavite´ et de l’imple´mentation de nouveaux cas tests plus
complexes.
A.2 Imple´mentation nume´rique
A.2.1 Equations re´solues
On conside`re un e´coulement d’air bidimensionnel et instationnaire. L’air est mode´lise´ comme un
fluide newtonien compressible. Les e´quations re´solues sont les e´quations de Navier-Stokes bidimen-
sionnelles e´crites pour les variables conservatives dimensionnelles (ρ, ρu, ρv, ρe) dans un syste`me de
coordonne´es carte´siennes (x, y) :
∂U
∂t
+
∂Fc
∂x
+
∂Gc
∂y
− ∂Fv
∂x
− ∂Gv
∂y
= 0
avec
U = (ρ, ρu, ρv, ρe)t
Fc = (ρu, p + ρu
2, ρuv, (ρe + p)u)t
Gc = (ρv, ρuv, p + ρv
2, (ρe+ p)v)t
Fv = (0, τ11, τ12, uτ11 + vτ12 − q1)t
Gv = (0, τ12, τ22, uτ12 + vτ22 − q2)t.
U repre´sente les variables conservatives, inconnues du syste`me. Fc et Fv repre´sentent respectivement les
flux convectifs et visqueux dans la direction x et Gc et Gv les flux convectifs et visqueux dans la direction
y. Les quatre e´quations du syste`me A.2.1 sont dans l’ordre l’e´quation de continuite´, les e´quations de
conservation de la quantite´ de mouvement dans les directions x et y et l’e´quation de conservation de
l’e´nergie. p, ρ, (u, v) de´finissent respectivement la pression, la masse volumique et les composantes de
la vitesse dans les directions x et y. e repre´sente l’e´nergie totale du fluide par unite´ de masse. Elle s’e´crit
comme la somme d’une e´nergie cine´tique ek = ui ui/2 et d’une e´nergie interne eint de´finie plus loin.
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Notons que certaines conventions de notation sont utilise´es dans ce chapitre. L’indice 1 renvoie a` la
direction x et l’indice 2 a` la direction y. Ainsi, on de´signe indiffe´remment la vitesse dans la direction x
par u ou u1 et la vitesse dans la direction y par v ou u2. La re´pe´tition d’indice (comme dans ek = ui ui/2)
implique la sommation de cet indice (convention d’Einstein). Enfin, on utilise le symbole de Kronecker
δij qui vaut 1 si i = j et 0 sinon.
Le fluide se comporte thermodynamiquement comme un gaz parfait et ve´rifie donc la loi d’e´tat :
p = ρrT
ou` T est la tempe´rature du fluide, r = 287J kg−1 K−1 la constante des gaz parfaits et γ = Cp/Cv =
1.4 le rapport des chaleurs spe´cifiques a` pression constante Cp et volume constant Cv. Cp et Cv sont
suppose´s inde´pendant de la tempe´rature. L’e´nergie interne d’un gaz parfait eint s’exprime en fonction de
la tempe´rature conforme´ment a` la loi de Joule :
eint = Cv T
avec Cv = 717, 6J kg
−1 K−1. Pour un fluide newtonien, le tenseur des contraintes visqueuses τij
s’e´crit :
τij = µ (
∂ui
∂xj
+
∂uj
∂xi
− 2
3
δij
∂uk
∂xk
) (i = 1, 2 et j = 1, 2)
ou` µ est la viscosite´ dynamique du fluide relie´e a` la tempe´rature T par la loi de Sutherland :
µ = µ0
(
T
T0
)3/2 T0 + S
T + S
.
Pour l’air, on choisit µ0 = 1.711.10−5 , T0 = 273.15K et S = 110.4.
Enfin, le comportement thermique du fluide est re´gi par la loi de Fourier et l’expression du vecteur
densite´ de flux de chaleur qi est donne´e par :
qi = −λ ∂T
∂xi
(i = 1, 2)
ou` λ est la conductivite´ thermique du fluide relie´e a` la viscosite´ dynamique par la relation
λ =
µCp
Pr
.
Dans cette expression Pr repre´sente le nombre de Prandtl que l’on choisit constant et e´gal a` Pr = 0.72.
A.2.2 Discre´tisation spatiale
Le domaine de calcul est discre´tise´ sur un maillage carte´sien comprenant M points dans la direction
x (pas d’espace ∆x a priori variable) et N points dans la direction y (pas d’espace ∆y a priori variable).
Uij repre´sente l’ensemble des valeurs discre`tes prises par le champ U aux diffe´rents points du maillage.
La re´solution nume´rique des e´quations (A.2.1) consiste a` calculer Uij en chaque point du domaine 1 ≤
i ≤M , 1 ≤ j ≤ N et a` chaque instant t (la discre´tisation temporelle est explicite´e plus loin). Pour cela,
il faut estimer en chaque point de coordonne´es (i, j), les de´rive´es suivant x des champs Fc et Fv et les
de´rive´es suivant y des champs Gc et Gv .
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Calcul des flux convectifs et visqueux
Le calcul des flux dans les directions x et y est effectue´ a` l’aide d’un sche´ma compact aux diffe´rences
finies d’ordre 6 optimise´ sur 5 points. Ce sche´ma a e´te´ propose´ par Kloker (1998) et de´ja` utilise´ dans
le groupe EMT2 par Spagnoli (2006) pour la simulation de l’e´coulement d’une zone de me´lange com-
pressible. Ce sche´ma est une extension d’un sche´ma compact centre´ d’ordre 6 classiquement utilise´ en
ae´roacoustique nume´rique (Lele, 1992). Il s’agit de la combinaison de deux sche´mas compacts, utilisant
un « stencil » centre´, biaise´s vers l’amont et l’aval.
Les formulations biaise´es vers l’amont (-) et l’aval (+) utilise´es dans la direction x pour estimer la
de´rive´e d’un champ F au point (i, j) sont respectivement (cf. table 1, (Ia, Ib) Kloker, 1998) :
∂Fi−1,j
∂x
+ 3
∂Fi,j
∂x
+
∂Fi+1,j
∂x
=
1
6∆x
(0.625Fi−2,j − 18.5Fi−1,j + 6.75Fi,j + 9.5Fi+1,j + 1.625Fi+2,j); (A.1)
∂Fi−1,j
∂x
+ 3
∂Fi,j
∂x
+
∂Fi+1,j
∂x
=
1
6∆x
(−1.625Fi−2,j − 9.5Fi−1,j − 6.75Fi,j + 18.5Fi+1,j − 0.625Fi+2,j). (A.2)
L’inte´reˆt d’utiliser alternativement les sche´mas A.1 et A.2 est brie`vement explicite´ ici. On peut se
rapporter a` l’article de Kloker (1998) ou a` la the`se de Spagnoli (2006) pour de plus amples de´tails. Il
est possible d’analyser l’erreur de discre´tisation d’un sche´ma nume´rique en fonction du nombre d’onde
k de la fonction dont on veut calculer la de´rive´e (en se plac¸ant dans l’espace de Fourier). On montre
alors que les hautes fre´quences (k grand) sont mal re´solues par les sche´mas nume´riques. La gamme de
fre´quences bien re´solues de´pend ge´ne´ralement de l’ordre du sche´ma, plus le sche´ma est d’ordre e´leve´,
plus la gamme de fre´quences bien re´solues est importante. Il est donc ne´cessaire de filtrer ces hautes
fre´quences mal re´solues qui peuvent contaminer les simulations nume´riques. L’inte´reˆt d’utiliser alterna-
tivement les sche´mas (A.1,A.2) est d’utiliser la dissipation nume´rique introduite par ces deux sche´mas
pour filtrer les hautes fre´quences parasites. En effet, en re´solvant l’e´quation d’advection avec le sche´ma
A.1, on montre que les ondes de grande fre´quence et de vitesse de propagation positive sont amor-
ties. Inversement, lorsque le sche´ma A.2 est utilise´, ce sont les ondes de grande fre´quence et de vitesse
de propagation ne´gative qui sont amorties. Ainsi, la combinaison des sche´mas A.1 et A.2 permet une
atte´nuation naturelle des ondes non physiques quel que soit leur sens de propagation (et l’ajout d’un
filtrage supple´mentaire n’est pas ne´cessaire).
Il n’est pas possible d’utiliser ces sche´mas aux points i = 1, 2, M − 1 et M . Les de´rive´es aux points
(i = 2, j) et (i = M − 1, j) sont estime´es graˆce a` un sche´ma compact d’ordre 6 de´centre´ sur 5 points
e´galement propose´ par Kloker (1998) (cf. table 1, (V)) :
6
∂F1,j
∂x
+ 8
∂F2,j
∂x
+
∂F3,j
∂x
=
1
12∆x
(− 43F1,j − 80F2,j + 108F3,j + 16F4,j − F5,j); (A.3)
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6
∂FM,j
∂x
+8
∂FM−1,j
∂x
+
∂FM−2,j
∂x
=
1
12∆x
( 43FM,j +80FM−1,j − 108FM−2,j − 16FM−3,j +FM−4,j).
(A.4)
Enfin, sur la premie`re et la dernie`re maille, on utilise un sche´ma explicite d’ordre 5 de´centre´ sur 6 points
(cf. table 1, (IV) Kloker, 1998) :
∂F1,j
∂x
=
1
60∆x
(− 137F1,j + 300F2,j − 300F3,j + 200F4,j − 75F5,j + 12F6,j); (A.5)
∂FM,j
∂x
=
1
60∆x
( 137FM,j − 300FM−1,j + 300FM−2,j − 200FM−3,j + 75FM−4,j − 12FM−5,j).
(A.6)
Si l’on e´crit le champ Fij (1 ≤ i ≤ M), (1 ≤ j ≤ N) sous la forme d’une matrice F , les e´quations
(A.1-A.6) s’e´crivent sous la forme d’un syste`me matriciel
A×DF = B × F (A.7)
ou` A est une matrice tri-diagonale contenant les coefficients des membres de gauche des e´quations (A.1-
A.6) et B une matrice contenant les coefficients des membres de droite de ces meˆmes e´quations. La ma-
trice DF repre´sente (en l’occurrence) la de´rive´e partielle de F par rapport a` x. En pratique, le syste`me
(A.7) est re´solu graˆce a` deux subroutines de la libraire Lapack. La subroutine dgttrf re´alise une factori-
sation LU de la matrice A avant re´solution du syste`me (A.7) par la subroutine dgttrs.
Les flux convectifs et visqueux sont calcule´s en meˆme temps, ce qui veut dire que F = Fc − Fv. Les
flux G = Gc−Gv dans la direction y sont e´galement calcule´s avec les sche´mas pre´sente´s pre´ce´demment.
A.2.3 Discre´tisation spatiale des contraintes visqueuses et du flux de chaleur
Le calcul des champs Fv et Gv ne´cessite un calcul pre´alable des contraintes visqueuses τij (i = 1, 2
et j = 1, 2) et du vecteur flux de chaleur qi (i = 1, 2). Pour cela, on utilise un sche´ma explicite classique
d’ordre 4 qui est moins couˆteux en temps de calcul que le sche´ma alterne´ explicite´ dans la section
pre´ce´dente.
Ce sche´ma s’e´crit pour un calcul de de´rive´e dans la direction x :
∂Fi,j
∂x
=
1
12∆x
(Fi−2,j − 8Fi−1,j + 8Fi+1,j − Fi+2,j). (A.8)
Pour la deuxie`me et l’avant-dernie`re maille :
∂F2,j
∂x
=
1
12∆x
(−3F1,j − 10F2,j + 18F3,j − 6F4,j + F5,j). (A.9)
Pour la premie`re et la dernie`re maille :
∂F1,j
∂x
=
1
12∆x
(− 25F1,j + 48F2,j − 36F3,j + 16F4,j − 3F5,j). (A.10)
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A.2.4 Discre´tisation temporelle
Sche´ma Runge-Kutta d’ordre 4
Pour la discre´tisation temporelle, on utilise un sche´ma Runge-Kutta d’ordre 4. La variable Un+1 a`
l’instant tn+1 = tn + ∆t est calcule´e a` partir de sa valeur Un a` l’instant tn. Le calcul s’effectue en
quatre e´tapes et fait intervenir trois re´sultats interme´diaires note´s Un1, Un2, Un3. Le re´sultat obtenu a`
la quatrie`me e´tape est Un+1. Comme annonce´ au paragraphe A.2.2, les e´tapes (+) et (−) pour le calcul
des de´rive´es spatiales alternent a` chaque sous-e´tape de l’inte´gration temporelle :
Un1 = Un +
∆t
2
rn−
Un2 = Un +
∆t
2
rn1+
Un3 = Un +∆t rn2−
Un+1 = Un +
∆t
6
(rn− + 2r
n1
+ + 2r
n2
− + r
n3
+ )
(A.11)
ou` ∆t est le pas de temps et
rk+ = −
∂
∂x
(F kc − F kv )−
∂
∂y
(Gkc −Gkv), k = n, n1, n2, n3
signifie que rk est calcule´ en utilisant le sche´ma de discre´tisation spatiale (A.1). De meˆme, rk− signifie
que rk est calcule´ en utilisant le sche´ma (A.2). De plus, une ite´ration temporelle sur deux, la se´quence
-/+/-/+ utilise´e ici est inverse´e en +/-/+/-.
Pas de temps
Le pas de temps doit ve´rifier deux crite`res de stabilite´. Le premier est le crite`re dit CFL qui porte sur
les flux convectifs. Le pas de temps doit alors ve´rifier :
∆t×max
[ |u|+ c
∆x
]
≤ CFLmax.
Le deuxie`me crite`re, le crite`re de Fourier, porte sur les termes visqueux :
∆t×max
i,j
[
ν
∆xi∆xj
]
≤ 2.
Le pas de temps est impose´ par les flux eule´riens, le crite`re CFL e´tant plus restrictif. En the´orie, le
nombre CFL maximal autorise´ par la combinaison sche´ma spatial alterne´/sche´ma temporel Runge-Kutta
est CFLmax = 1.11 pour une e´quation simplifie´e de type advection (Kloker, 1998). En pratique, pour
des e´quations plus complexes comme les e´quations de Navier-Stokes, le crite`re CFL doit eˆtre re´duit. Le
nombre CFL utilise´ dans les exemples de ce chapitre est de l’ordre de CFL≃ 0.7.
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A.2.5 Conditions limites
Deux sortes de conditions limites non re´fle´chissantes sont imple´mente´es dans le code. La premie`re
utilise les conditions caracte´ristiques de Giles (1990), la deuxie`me, les conditions de rayonnement
de Tam & Webb (1993). La condition limite de paroi imple´mente´e est de´rive´e de celle propose´e par
Gloerfelt (2001).
Conditions limites caracte´ristiques de Giles
La premie`re condition limite non re´fle´chissante utilise la me´thode des caracte´ristiques monodimen-
sionnelles propose´e par Giles (1990). La me´thode consiste a` diagonaliser le syste`me des e´quations d’Eu-
ler line´arise´es bidimensionnelles, e´crites en fonction des variables primitives (ρ, u, v, p). La diago-
nalisation fait apparaıˆtre quatre nouvelles variables, dites variables caracte´ristiques. Pour une frontie`re
normale a` la direction x par exemple, les amplitudes (c1, c2, c3, c4) des variables caracte´ristiques sont
de´finies par : 

c1 = δp − c2δρ
c2 = ρ c δv
c3 = δp + ρ c δu
c4 = δp − ρ c δu
(A.12)
ou` (δρ, δu, δv, δp) correspondent aux perturbations par rapport a` un e´coulement de re´fe´rence (on
travaille avec les e´quations d’Euler line´arise´es). L’analyse montre que ces variables caracte´ristiques
repre´sentent des ondes monodimensionnelles qui frappent perpendiculairement la frontie`re conside´re´e.
Les deux premie`res variables correspondent respectivement a` une onde entropique et a` une onde de
vorticite´, se de´plac¸ant toutes deux a` la vitesse u. Les deux dernie`res variables correspondent a` des ondes
acoustiques, se de´plac¸ant aux vitesses respectives u+ c et u− c, ou` c est la vitesse du son. L’expression
des variables primitives en fonction des variables caracte´ristiques est :

δρ =
c3 + c4
2c2
− c1
c2
δu =
c3 − c4
2ρc
δv =
c2
ρc
δp =
c3 + c4
2
(A.13)
Dans le cas d’une entre´e subsonique, les ondes c1, c2 (vitesses u) et c3 (vitesse u + c) entrent dans
le domaine de calcul et l’onde c4 (vitesse u − c) quitte le domaine. Il faut donc annuler c1, c2 et c3
pour obtenir une condition d’entre´e non re´fle´chissante. De meˆme, il faut annuler c4 pour obtenir une
condition de sortie subsonique non re´fle´chissante. En pratique, les variables caracte´ristiques sortantes
sont e´value´es en extrapolant l’e´coulement a` l’inte´rieur du domaine. On utilise ensuite (A.13) pour re-
construire l’e´coulement a` la frontie`re.
Rappelons que les ondes caracte´ristiques sont des ondes monodimensionnelles. La me´thode est donc
surtout efficace pour des perturbations qui frappent normalement la frontie`re et moins approprie´e dans
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le cas de perturbations a` incidence oblique. De plus, la me´thode est base´e sur une line´arisation des
e´quations d’Euler et est donc valable uniquement pour des perturbations de faible amplitude par rapport
a` l’e´coulement de re´fe´rence.
Conditions de rayonnement de Tam
La deuxie`me condition limite non re´fle´chissante imple´mente´e est une condition limite propose´e par
Tam & Webb (1993) dans le cas d’un e´coulement uniforme et ge´ne´ralise´e par Tam & Dong (1996) au
cas d’un e´coulement quelconque. Elle est valable pour une frontie`re au niveau de laquelle seules les
fluctuations acoustiques doivent sortir, par exemple la frontie`re supe´rieure du domaine pour la simulation
de l’e´coulement de cavite´. La condition limite utilise une expression asymptotique en champ acoustique
lointain des e´quations d’Euler. Le champ a` la frontie`re est exprime´ en coordonne´es cylindriques :
1
Vg
∂
∂t


ρ
u
v
p

+
(
∂
∂r
+
1
2r
)
ρ− ρ¯
u− u¯
v − v¯
p− p¯

 = 0
ou` ρ¯, u¯, v¯, p¯ repre´sentent les champs moyens et Vg de´signe la vitesse de groupe des ondes acoustiques
de´finie par :
Vg = u¯.er +
√
c¯2 − (u¯.eθ)2 avec
{
er = (cos θ, sin θ)
eθ = (− sin θ, cos θ)
c¯ est la vitesse du son moyenne´e. L’origine du repe`re cylindrique est en the´orie le point ou` est situe´e
la source sonore. Tam & Dong (1996) ont cependant montre´ que le re´sultat n’e´tait pas tre`s sensible au
choix de l’origine du repe`re cylindrique.
Le principal avantage de cette condition limite par rapport a` la formulation caracte´ristique de Giles
(1990) est qu’elle est adapte´e pour des perturbations bidimensionnelles et permet un traitement ade´quat
des ondes arrivant de manie`re oblique sur une frontie`re du domaine.
Conditions limites pour une paroi non glissante et isotherme
Les conditions limites de paroi couramment utilise´es pour des sche´mas d’ordre peu e´leve´ peuvent
conduire a` d’importantes instabilite´s nume´riques lorsqu’elles sont couple´es a` des sche´mas d’ordre e´leve´.
Pour une paroi isotherme non glissante, les conditions limites a` imposer sont :
u = 0, v = 0, T = Tparoi.
Le traitement de la condition de paroi isotherme propose´ est simple : a` la fin de chaque ite´ration, la
valeur de la pression a` la paroi calcule´e par le code est conserve´e et la valeur de la masse volumique est
modifie´e de manie`re a` conserver une tempe´rature de paroi T = Tparoi (ρ = p/(r Tparoi)). Pour tester
la condition de tempe´rature isotherme, on a ve´rifie´, pour des domaines mono- et bidimensionnels, qu’un
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profil de tempe´rature line´aire s’e´tablit lorsqu’un fluide visqueux initialement au repos est place´ entre
deux parois de tempe´ratures diffe´rentes (non pre´sente´).
Pour la condition d’adhe´rence, on utilise une formulation propose´e par Gloerfelt. Cette condition
est elle-meˆme de´rive´e d’une condition de paroi propose´e par Tam & Dong (1994). La condition de
Tam & Dong (1994) est d’ordre 4 mais Gloerfelt propose une condition d’ordre 2, plus robuste notam-
ment pour le traitement des singularite´s ge´ome´triques (coins de la cavite´). L’avantage de la condition a`
l’ordre 2 de Gloerfelt est que, contrairement a` celle de Tam & Dong, elle ne requiert pas la pre´sence de
points fantoˆmes. Pour un fluide non visqueux, les flux convectifs dans la direction normale a` la paroi
exprime´s en fonction des variables primitives u, v, ρ et p se simplifient en :

∂Fcρ
∂y
= ρ
∂v
∂y
(= ρ∂v∂y + v
∂ρ
∂y )
∂Fcρu
∂y
= ρu
∂v
∂y
(= ρu∂v∂y + v
∂ρu
∂y )
∂Fcρv
∂y
= 0 (= ∂p∂y + v
∂ρv
∂y + ρv
∂v
∂y )
∂Fcρe
∂y
= (
γ
γ − 1p+
ρu2
2
)
∂v
∂y
(= ( γγ−1p+
ρu2
2 )
∂v
∂y + v(
γ
γ−1
∂p
∂y +
∂
∂y (
u2+v2
2 ))
(A.14)
∂p
∂y
= 0 a e´te´ de´duit de l’e´quation de quantite´ de mouvement suivant y sous forme non conservative
(avec vparoi(x) = 0) :
∂v
∂t
= −u∂v
∂x
− v∂v
∂y
− 1
ρ
∂p
∂y
.
La seule quantite´ qui reste a` calculer est ∂v/∂y, quantite´ calcule´e avec un sche´ma a` l’ordre 2 :
∂v
∂y
=
4vi,w+1 − vi,w+2
2∆y
avec vi,w = 0. (A.15)
En pratique, on applique donc la condition limite de´finie par l’e´quation (A.14) sur les flux convectifs
normaux a` la paroi et on surimpose v = 0 a` chaque ite´ration. Pour la condition visqueuse, on impose
directement u = 0.
A.2.6 Zone e´ponge
L’une des composantes cle´s pour simuler l’e´coulement de cavite´ est l’ajout en sortie du domaine
d’une zone, dite zone e´ponge, dont le but est de dissiper les structures cre´e´es dans la cavite´ et advecte´es
par l’e´coulement. En effet, les conditions limites que nous utilisons sont efficaces pour e´liminer des
perturbations infinite´simales et non pour e´liminer des grosses structures comme les tourbillons. Dans
la zone e´ponge, le maillage est e´tire´ de manie`re a` de´truire les grosses structures qui ne peuvent plus
eˆtre repre´sente´es par ce maillage grossier. Il est alors ne´cessaire d’appliquer un filtrage afin d’empeˆcher
l’apparition d’instabilite´s nume´riques. Le filtre que l’on utilise a e´te´ propose´ par Lele (1992). Il est
construit a` partir d’un sche´ma compact du 4e ou du 6e ordre :
αfˆi−1 + fˆi + αfˆi+1 = afi +
d
2
(fi+3 − fi−3) + c
2
(fi+2 − fi−2) + b
2
(fi+1 − fi−1) (A.16)
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ou` {fˆi}i=1,N repre´sentent les valeurs filtre´es d’une grandeur {fi}i=1,N et avec
a =
1
8
(5 + 6α), b =
1
2
(1 + 2α), c = −1
8
(1− 2α), d = 0
pour un filtre du 4e ordre et
a =
1
16
(11 + 10α), b =
1
32
(15 + 34α), c = − 1
16
(−3 + 6α), d = − 1
32
(1− 2α)
pour un filtre du 6e`me ordre.
La gamme de fre´quences filtre´es de´pend de la valeur du parame`tre α et, pour filtrer les courtes lon-
gueurs d’onde, il faut choisir α < 0.5. Dans le code, lorsqu’il y a une zone e´ponge, le filtrage est applique´
dans la zone d’e´tirement du maillage avec α = 0.495 et on utilise l’algorithme de Thomas pour re´soudre
le syste`me.
A.3 Calculs en configuration monodimensionnelle
Dans cette section sont pre´sente´s quelques-uns des calculs monodimensionnels qui ont servi de
toute premie`re validation du code. Le premier cas test a servi a` choisir le sche´ma aux bords pour la
discre´tisation spatiale des flux, les deux suivants a` tester les conditions limites.
A.3.1 Choix du sche´ma aux bords
Dans le code utilise´ par Spagnoli (2006) pour la simulation d’une couche de me´lange compressible,
le sche´ma inte´rieur alterne´ de Kloker (1998) est couple´ a` un sche´ma d’ordre 4 sur la deuxie`me et l’avant-
dernie`re maille et un sche´ma du premier ordre sur la premie`re et la dernie`re maille. Nous avons cherche´ a`
augmenter l’ordre des sche´mas aux bords utilise´s sur les deux premiers (derniers) points tout en conser-
vant une combinaison sche´ma inte´rieur + sche´mas aux bords stable.
On travaille dans un domaine x = [0, 1], discre´tise´ uniforme´ment par 101 points. A l’instant initial,
on introduit, sous la forme d’une gaussienne, une perturbation acoustique de vitesse c0 = 1 dans un
milieu au repos re´gi par les e´quations d’Euler :

u = 1/100 × exp[−(20(x − 0.5))2]
p = p0 + ρ0c0u
ρ = ρ0 (p/p0)
(1/γ)
(A.17)
ou` ρ0 = 1 et p0 = 1/γ. En entre´e et en sortie du domaine sont applique´es les conditions limites ca-
racte´ristiques de Giles (teste´es en 1D au §A.3.2). Le pas de temps choisi est ∆t = 10−4 et on re´alise 100
ite´rations.
Diffe´rents sche´mas aux bords sont teste´s tout en conservant le sche´ma inte´rieur alterne´ de Kloker
(1998). Les simulations effectue´es montrent que si l’on augmente l’ordre du sche´ma sur la premie`re et la
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dernie`re maille (ordre > 1), tout en conservant un sche´ma d’ordre 4 sur la deuxie`me et l’avant-dernie`re
maille, les calculs divergent. En revanche, si l’on augmente l’ordre du sche´ma sur la deuxie`me maille
(ordre 5 ou 6 au lieu de 4), il est possible d’augmenter l’ordre du sche´ma sur la premie`re maille jusqu’au
5e ordre. Les sche´mas finalement choisis sont le sche´ma compact de´centre´ d’ordre 6 pour la deuxie`me et
l’avant-dernie`re maille et le sche´ma explicite d’ordre 5 pour la premie`re et la dernie`re maille pre´sente´s
dans la section A.2.2. La figure A.1 compare l’onde acoustique a` sa sortie du domaine apre`s 50 ite´rations
a` la solution analytique, aucune diffe´rence n’est visible. La figure A.1(b), zoom de la figure pre´ce´dente,
montre l’ame´lioration apporte´e par le changement de sche´ma aux bords : avec les sche´mas aux bords
d’ordre 5 et 6, le re´sultat nume´rique est plus proche du re´sultat analytique.
Cette e´tude a e´te´ re´alise´e avant que la condition limite de paroi explicite´e §A.2.5 ne soit choisie. Par la
suite, un test monodimensionnel (sur la configuration du §A.3.3) a montre´ que le sche´ma de Kloker allie´
aux sche´mas aux bords d’origine (4e ordre sur la 2e maille et 1er ordre sur la 1ere maille) est incompatible
avec la condition limite de paroi (le calcul diverge). Cela justifie re´trospectivement l’augmentation de
l’ordre des sche´mas aux bords (bien que la condition limite de paroi soit seulement d’ordre 2).
X
P
0 0.2 0.4 0.6 0.8 10
2E-07
4E-07
6E-07
8E-07
1E-06
(a)
X
P
0.98 0.99 1
8.5E-07
9E-07
9.5E-07
1E-06
Kloker-6-5
Kloker-4-1
solution analytique
(b)
FIG. A.1 - Propagation d’une perturbation de pression 1D dans un milieu au repos. (a) Pression a` l’instant initial
et a` t = 50∆t. (b) Zoom de la figure pre´ce´dente comparant la solution analytique et la solution nume´rique a` la
sortie du domaine pour t = 50∆t. Trait plein : solution analytique ; trait . . . : sche´ma inte´rieur alterne´ + sche´ma
d’ordre 4 (2e`me maille) + sche´ma d’ordre 1 (1e`re maille) ; trait −−− : sche´ma inte´rieur alterne´ + sche´ma
d’ordre 6 (2e`me maille) + sche´ma d’ordre 5 (1e`re maille)
A.3.2 Impulsion de pression 1D en pre´sence d’un e´coulement uniforme
Le but de ce calcul est de tester les conditions limites d’entre´e/sortie/rayonnement dans une configu-
ration mono-dimensionnelle. Le proble`me consiste a` e´tudier la propagation d’une impulsion de pression
en pre´sence d’un e´coulement uniforme. Le meˆme cas test est repris §A.4 dans une configuration bidi-
mensionnelle. L’inte´reˆt de cette pre´-e´tude est de ve´rifier le bon comportement des conditions limites non
re´fle´chissantes (qui doivent e´vacuer l’impulsion de pression) dans un cas ide´al ou` la perturbation arrive
perpendiculairement a` la frontie`re puisque le domaine de calcul est mono-dimensionnel.
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FIG. A.2 - Impulsion de pression 1D en e´coulement uniforme. (a) Evolution temporelle du re´sidu de pression, en
Pa, en fonction du nombre d’ite´rations. Solution de re´fe´rence (· · · ) et conditions limites de Giles (- - -). (b)
Champ de pression aux instants t = 80∆t, t = 130∆t et t = 180∆t. Solution de re´fe´rence (· · · ), conditions
limites de Giles (- - -).
Le mouvement du fluide est re´gi par les e´quations d’Euler. On conside`re un e´coulement uniforme de
vitesse u0 avec un nombre de Mach e´gal a` M = u0/c0 = 0.5 ou` c0 est la vitesse du son. Le domaine
de calcul, de´fini pour −50 ≤ x ≤ 50, est discre´tise´ par 101 points avec un pas d’espace ∆x = 1.
A l’instant initial, on introduit au centre du domaine une impulsion de pression sous la forme :

ρ(x) = ρ0
u(x) = u0
p(x) = p0 + p
′
0 exp (−
ln2
9
x2)
(A.18)
La pression de re´fe´rence est p0 = 105 Pa et la tempe´rature de re´fe´rence est fixe´e a` T0 = 298.15K.
L’amplitude de la perturbation est choisie e´gale a` p′0 = 1 000Pa.
Pour avoir une solution de re´fe´rence, un second calcul est effectue´ dans un plus grand domaine
−250 ≤ x ≤ 250 discre´tise´ par 501 points en conservant ∆x = 1. L’influence des conditions limites est
ainsi repousse´e loin de la zone d’inte´reˆt. Pour toutes les simulations, le nombre CFL est e´gal a` 0.8. On
a teste´ les deux conditions limites non re´fle´chissantes : les conditions caracte´ristiques de Giles (1990) et
les conditions de rayonnement de Tam & Webb (1993). Elles donnent des re´sultats similaires et seuls les
re´sultats des simulations utilisant les conditions limites caracte´ristiques sont pre´sente´s.
L’amplitude des ondes re´fle´chies est e´value´e en calculant le taux moyen de fluctuations de pression
dans le domaine, exprime´ sous la forme d’un re´sidu de pression Rp :
Rp =
√
1
N
∑
(pi − p0)2 1 ≤ i ≤ 101 (A.19)
ou` N = 101.
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Sur la figure A.2(a), l’e´volution temporelle du re´sidu de pression Rp montre un tre`s bon accord entre
le calcul dans le petit domaine et la solution de re´fe´rence. Les deux ruptures de pente a` t = 80∆t et
t = 200∆t correspondent aux instants ou` l’onde atteint la sortie et l’entre´e du domaine. De meˆme, le
champ de pression calcule´ avec les conditions de Giles correspond bien a` la solution de re´fe´rence (cf. fig
A.2(b)). (Ce bon comportement des conditions limites de Giles dans le cas monodimensionnel permet
d’affirmer que dans le cas 2D les erreurs sont plutoˆt dues au choix du traitement aux frontie`res plutoˆt
qu’a` des erreurs de codage...)
A.3.3 Condition limite de paroi 1D
Pour tester la condition limite de paroi de´finie par l’e´quation (A.14), on initialise un domaine 1D, re´gi
par les e´quations d’Euler, par la perturbation (A.18) (dans un milieu au pre´alable au repos). Les condi-
tions limites d’entre´e/sortie sont remplace´es par des conditions de paroi de part et d’autre du domaine.
La figure A.3 pre´sente le champ de pression a` t = 2L/c (apre`s 2 allers-retours de la perturbation) et
t = 4L/c (apre`s 4 allers-retours de la perturbation). En the´orie, on doit retrouver, pour ces deux temps,
la perturbation initiale. Les calculs montrent que la condition limite de paroi n’est pas entie`rement sa-
tisfaisante. Il faut en effet utiliser un nombre de points important pour obtenir une re´solution correcte.
La condition limite utilise´e dans les simulations pre´sente´es dans ce chapitre a depuis e´te´ remplace´e par
Moret-Gabarro (2008) par une condition limite donnant de meilleurs re´sultats (cf §A.8).
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FIG. A.3 - Impulsion de pression 1D captive entre deux murs. Pression a` t = 0, t = 2L/c (2 allers-retours de la
perturbation) et t = 4L/c (4 allers-retours de la perturbation). Le domaine est discre´tise´ par (a) 101 points, (b)
201 points et (c) 501 points.
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FIG. A.4 - Impulsion de pression 2D en e´coulement uniforme. Evolution temporelle du re´sidu de pression, en Pa,
en fonction du nombre d’ite´rations.
A.4 Impulsion de pression 2D en e´coulement uniforme
Ce premier cas test bidimensionnel a e´te´ propose´ par Bogey (2000) pour tester l’efficacite´ des condi-
tions limites d’entre´e, de sortie et de radiation (et reprend le cas test 1D du §A.3.2). Il s’agit d’une
version simplifie´e du proble`me 1, cate´gorie 3 du premier workshop en ae´roacoustique nume´rique orga-
nise´ a` l’ICASE-NASA (Hardin et al., 1995). Dans ce cas test est simule´e la propagation d’une impulsion
de pression en pre´sence d’un e´coulement uniforme et en l’absence de frontie`res solides.
Le mouvement du fluide est re´gi par les e´quations d’Euler. L’e´coulement est initialise´ par une impul-
sion de pression de la forme (cf. §A.3.2 pour la valeur des parame`tres) :

ρ(x, y) = ρ0
u(x, y) = u0
v(x, y) = 0
p(x, y) = p0 + p
′
0 exp (−
ln2
9
(x2 + y2))
(A.20)
On travaille avec un maillage carte´sien re´gulier de 101 × 101 points avec un pas d’espace e´gal a`
1 dans les deux directions et, comme dans le cas mono-dimensionnel, on re´alise la meˆme simulation
sur un plus grand maillage de 501 × 501 points pour avoir une solution de re´fe´rence. Pour toutes les
simulations, le nombre CFL est fixe´ a` CFL= 0.8. Comme dans le cas mono-dimensionel, l’amplitude
des ondes re´fle´chies est e´value´e a` l’aide du re´sidu de pression Rp defini par (A.19).
L’e´volution temporelle du re´sidu de pression Rp est trace´e sur la figure A.4 pour deux simulations
utilisant les conditions limites caracte´ristiques de Giles (1990) et les conditions limites de rayonnement
de Tam & Webb (1993) ainsi que pour la simulation de re´fe´rence dans le grand domaine. Rp diminue
en fonction du temps, ce qui traduit la propagation de l’impulsion de pression. Les trois changements
de pente pour t = 60∆t, t = 100∆t et t = 180∆t repre´sentent respectivement les instants ou` la
perturbation atteint la sortie, les frontie`res late´rales et l’entre´e du domaine. La perturbation de pression
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quitte le domaine de calcul a` t ≃ 250∆t. Jusqu’a` ce que l’onde quitte le domaine, l’accord entre les
simulations et la solution de re´fe´rence est excellent pour les deux types de conditions limites teste´es.
Lorsque l’onde a atteint les frontie`res, le re´sidu de pression ne diminue pas de manie`re significative
lorsque les conditions limites caracte´ristiques sont utilise´es ce qui est le signe d’une re´flexion parasite
de l’onde aux frontie`res non ne´gligeable. Les conditions limites de radiation donnent un meilleur accord
avec la solution de re´fe´rence.
La figure A.5 pre´sente le champ de pression a` trois instants diffe´rents pour la solution de re´fe´rence
(fig. A.5(a)) et le calcul sur le petit domaine avec les conditions limites caracte´ristiques (fig. A.5(b)) et
de rayonnement (fig. A.5(c)). Les perturbations cre´e´es par les conditions limites au niveau des coins du
domaine lorsque les conditions caracte´ristiques sont utilise´es sont nettement visibles sur la figure A.5(b).
Elles sont dues au choix d’une approche monodimensionnelle, seules les ondes frappant normalement
les frontie`res e´tant parfaitement re´solues. Les conditions de rayonnement ne provoquent pas de re´flexion
notable, ce meilleur comportement e´tant duˆ a` leur formulation bidimensionnelle.
Notons que les perturbations visibles sur la figure A.5(b) sont de tre`s faible amplitude, de l’ordre de
2Pa pour une perturbation d’amplitude maximum p′0 = 1 000Pa.
A.5 Ecoulement de Poiseuille en canal plan
Ce deuxie`me proble`me bidimensionnel permet de tester a` la fois l’imple´mentation des termes
visqueux et le comportement de la condition limite de paroi. Il reproduit un cas test propose´ par
Poinsot & Lele (1992) et repris par Gloerfelt (2001) dans lequel on conside`re un e´coulement de Poi-
seuille en canal plan a` tre`s faible nombre de Reynolds. Les parois sont isothermes et non glissantes. Le
domaine est bidimensionnel de longueur L et de demi-hauteur h.
A.5.1 Solution analytique
Il n’existe pas de solution stationnaire pour un e´coulement de Poiseuille compressible (Poinsot & Lele,
1992; Gloerfelt, 2001). Il faut travailler dans une configuration ou` l’hypothe`se d’incompressibilite´ est
valable, c’est-a`-dire a` faible nombre de Reynolds et faible nombre de Mach. Si l’on s’inte´resse au
comportement incompressible d’un fluide compressible, la solution pour l’e´coulement de Poiseuille est
alors (Poinsot & Lele, 1992) :
u(x, y, t) =
3
4
u0 (1 − y
2
h2
),
v(x, y, t) = 0,
T (x, y, t) = T0 +
µ
k
(
3
4
u0)
2 (− 1
2
y4
h4
+
y2
h2
− 1
2
).
(A.21)
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FIG. A.5 - Impulsion de pression 2D en e´coulement uniforme. Isocontours de pression a` t = 80∆t, t = 130∆t et
t = 190∆t. (a) Solution de re´fe´rence ; (b) conditions limites caracte´ristiques de Giles et (c) conditions limites de
rayonnement de Tam & Webb. L’e´coulement uniforme est dirige´ de la gauche vers la droite. 10 isocontours sont
trace´s entre 2 et 76.8 Pa avec une progression ge´ome´trique de raison 1.5.
A.5.2 Ecoulement pe´riodique
Dans un premier temps, on travaille avec un canal pe´riodique dans la direction de l’e´coulement (direc-
tion longitudinale). Cela permet de se focaliser sur les conditions limites de paroi en e´vitant les proble`mes
propres aux conditions d’entre´e et de sortie. Pour ge´ne´rer l’e´coulement, un terme source est impose´ dans
l’e´quation de quantite´ de mouvement suivant la direction longitudinale. Ce terme source correspond au
gradient de pression longitudinal constant obtenu analytiquement en faisant l’hypothe`se que le fluide est
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incompressible :
∂ρu
∂t
+ ... =
3
2
µ0 u0
h2
.
Dans la direction pe´riodique, les flux sont calcule´s avec un sche´ma centre´ d’ordre 6 et non avec le sche´ma
alterne´ de Kloker.
Le nombre de Mach est fixe´ a` M = u0/c0 = 0.1. La pression exte´rieure est p0 = 1 atm et la
tempe´rature exte´rieure est T0 = 298.15K. Le nombre de Reynolds base´ sur la demi-hauteur h est
Re ≃ 15. On travaille avec un canal de longueur L = 10h discre´tise´ par un maillage carte´sien re´gulier
de 101 × 101 points avec ∆y = 1.3 10−7 et ∆x = 5∆y. Le crite`re CFL est fixe´ a` 0.7 ce qui donne
comme pas de temps ∆t ≃ 2.63× 10−10.
L’e´coulement est d’abord initialise´ par la solution analytique pour s’assurer du bon comportement du
code et ve´rifier que le profil analytique est bien maintenu (non pre´sente´). Puis l’e´coulement est initialise´
avec une tempe´rature constante et un profil de vitesse diffe´rent du profil analytique mais ve´rifiant la
condition d’adhe´rence : 

u(x, y, t) = u0 [cos(
π
2
y
h
)]2
v(x, y, t) = 0
t(x, y, t) = T0
(A.22)
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FIG. A.6 - Ecoulement pe´riodique de Poiseuille dans une conduite plane. Profils de (a) vitesse longitudinale et (b)
tempe´rature aux instants t = 0, t = 1000∆t, t = 8000∆t, t = 15000∆t, compare´s a` la solution analytique.
Apre`s environ 10000 ite´rations, les profils de vitesse et de tempe´rature deviennent superposables aux
profils analytiques (cf. fig. A.6). Cela prouve le bon comportement de la condition de paroi et valide
l’imple´mentation des termes visqueux dans un cas ou` ce sont justement les contraintes visqueuses qui
re´gissent l’e´coulement.
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FIG. A.7 - Ecoulement de Poiseuille dans une conduite plane avec L = 10h. Evolution temporelle du taux de
convergence de la vitesse longitudinale initiale vers la solution analytique dans le plan x/h = 8. c0 est la vitesse
du son, tc0/h = 140 correspond a` 10 000 ite´rations.
A.5.3 Ecoulement non pe´riodique
Les conditions limites pe´riodiques sont maintenant remplace´es par des conditions limites ca-
racte´ristiques de Giles. Rappelons que les conditions limites de Giles s’appliquent aux frontie`res sur des
perturbations de´finies par rapport a` un e´tat de re´fe´rence. Cet e´tat doit donc eˆtre spe´cifie´ pour chaque
frontie`re. En sortie, la vitesse de re´fe´rence est la solution analytique et la pression est la pression
exte´rieure p0. En entre´e, le champ de vitesse de re´fe´rence est le champ de vitesse initial. La pression en
entre´e est fixe´e de manie`re a` imposer le gradient de pression analytique dans le canal.
Comme dans le cas pe´riodique, l’e´coulement est d’abord initialise´ avec la solution analytique et on
ve´rifie que l’e´coulement est bien maintenu (non pre´sente´). Puis, l’e´coulement est initialise´ avec le champ
(A.22) et on re´alise 10000 ite´rations.
On ve´rifie qu’une solution stationnaire est obtenue en calculant le taux de convergence de la vitesse
longitudinale a` l’instant initial vers la solution analytique incompressible dans le plan x = 81∆x = 8h.
Ce taux de convergence err est de´finie par :
err =
√ ∑ny
j=1[u(81, j) − uanalytique(j)]2∑ny
1 [uinitiale(j) − uanalytique(j)]2
ou` ny est le nombre de points dans la direction y. L’e´volution temporelle du taux de convergence est
trace´e sur la figure A.7 et montre qu’un e´tat stationnaire est atteint a` partir de tc/h ≃ 30 (environ 2500
ite´rations).
Nos re´sultats sont similaires a` ceux obtenus par Gloerfelt (2001). Un gradient longitudinal de pression
constant s’e´tablit dans le canal comme le montre la figure A.8(c). Il correspond a` la valeur the´orique
car il est impose´ par les conditions limites d’entre´e/sortie. A partir de tc/h ≃ 30, les profils de vitesse
longitudinale pour diffe´rentes abscisses sont superposables au profil analytique (fig A.8(a)). En revanche,
la longueur du canal n’est pas suffisante pour que le profil de tempe´rature atteigne la valeur pre´dite
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FIG. A.8 - Ecoulement de Poiseuille dans une conduite plane pour L = 10h. (a) profils de vitesse en x/h = 0,
x/h = 5, x/h = 7.5 et x/h = 10 compare´s a` la solution analytique. (b) profils de tempe´rature en x/h = 5,
x/h = 7.5 et x/h = 10 compare´s a` la solution analytique. (c) e´volution temporelle du gradient longitudinal de
pression en y = 0 pour tc/h = 35, tc/h = 70, tc/h = 105 et tc/h = 140, pente de la solution analytique.
the´oriquement (fig A.8(b)). C’est pourquoi une seconde simulation est re´alise´e dans un canal de longueur
plus grande L = 30h. Apre`s 20000 ite´rations, comme pour les simulations de Gloerfelt, le profil de
tempe´rature rejoint cette fois le profil analytique. (Sur la figure A.9(b), le profil de tempe´rature en x/h =
28 est confondu avec la courbe analytique.)
A.6 Couche limite laminaire sur plaque plane
Ce cas test est issu de la the`se de Gloerfelt (2001) et e´tudie le de´veloppement d’une couche limite
laminaire sur une plaque plane en l’absence de gradient de pression. La vitesse longitudinale uniforme
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FIG. A.9 - Ecoulement de Poiseuille dans une conduite plane pour L = 30h. (a) profils de vitesse en x/h = 0,
x/h = 10, x/h = 20 et x/h = 30 compare´s a` la solution analytique. (b) profils de tempe´rature en x/h = 8,
x/h = 18 et x/h = 28 compare´s a` la solution analytique. (c) e´volution temporelle du gradient longitudinal de
pression en y = 0 pour tc/h = 35, tc/h = 70, tc/h = 105 et tc/h = 140, pente de la solution analytique.
de l’e´coulement loin de la plaque est u0. Le nombre de Mach est M = 0.5 et le nombre de Reynolds base´
sur l’e´paisseur initiale de couche limite δi est Re ≃ 516. Une expression exacte du champ de vitesse
peut eˆtre obtenue en re´solvant l’e´quation de Blasius :
2f ′′′ + ff ′′ = 0
associe´e aux conditions limites
f(0) = f ′(0) et f ′(∞) = 1
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ou` f est une fonction scalaire qui de´pend de la variable η = y×√u0ρ/(µx). Les vitesses longitudinale
et normale sont de´finies par :
u = u0f
′ et v = u0
(
µ
ρxu0
)1/2
(ηf ′ − f).
Le profil de vitesse longitudinal impose´ a` l’instant initial est une approximation polynomiale de la
solution de Blasius :
u(y) = u0
y
δi
(
2− 2 y
δi
+
(
y
δi
)3)
.
Les autres variables sont constantes a` l’instant initial : p = p0 = 1 atm, T = T0 = 298K, ρ = ρ0 =
p0/rT0 et v = 0.
Le domaine de calcul est discre´tise´ par 251 × 81 points. Dans la direction verticale, le maillage est
raffine´ pre`s de la paroi avec un pas d’espace minimal ∆y = 1.4× 10−6 m. Les mailles croissent ensuite
avec une raison ge´ome´trique de 2%. Dans la direction de l’e´coulement, le maillage est re´gulier jusqu’a`
i = 121 avec un pas d’espace ∆x = 2.8 × 10−6 m. Pour i > 121, les mailles croissent avec une raison
ge´ome´trique de 2.5%. Dans la zone d’e´tirement du maillage, le filtrage propose´ par Lele (cf. §A.2.6) est
applique´.
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FIG. A.10 - De´veloppement d’une couche limite laminaire sur plaque plane. Comparaison a` t = 30 000∆t des
profils de vitesses (a) longitudinale (adimensionne´e par u0) et (b) normale (adimensionne´e par u0/
√
Re) obtenus
nume´riquement et analytiquement pour diffe´rentes abscisses x/δi = 0.5, x/δi = 2.5, x/δi = 5 et x/δi = 7.5.
Les conditions limites caracte´ristiques de Giles sont utilise´es en entre´e et en sortie du domaine. Apre`s
30000 ite´rations (pour un nombre CFL e´gal a` 0.7), la solution obtenue nume´riquement est stationnaire
et les profils de vitesses longitudinale et normale sont compare´s avec la solution de Blasius sur la figure
A.10 a` diffe´rentes abscisses x. Les re´sultats nume´riques sont en bon accord avec la solution analytique
et l’e´coulement dans la couche limite est bien re´solu. Cependant, la vitesse normale, beaucoup plus
faible que la vitesse longitudinale, est plus sensible aux erreurs nume´riques. Comme pour l’e´coulement
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(a) (b)
FIG. A.11 - Sche´ma du maillage et du domaine de calcul autour de la cavite´. Seuls les points marque´s d’une croix
ne´cessitent l’utilisation d’un sche´ma aux bords pour le calcul des de´rive´es dans les directions (a) x et (b) y.
de Poiseuille, on voit que les conditions limites de Giles ne perturbent pas l’e´coulement de manie`re
significative et on note le bon comportement de la condition limite de paroi.
A.7 De´finition des sous-domaines nume´riques pour la simulation de
l’e´coulement de cavite´
La ge´ome´trie particulie`re de la cavite´ impose d’utiliser plusieurs sous-domaines de calcul pour
re´soudre les e´quations re´gissant l’e´coulement. La solution que nous proposons pour de´finir ces sous-
domaines a le me´rite d’eˆtre relativement simple a` imple´menter. Elle consiste a` utiliser les sche´mas
aux bords pour un minimum de points et donc a` utiliser le sche´ma inte´rieur pour un maximum de
points. L’utilisation du sche´ma inte´rieur pour calculer une de´rive´e dans la direction x au point (i, j) par
exemple ne´cessite la pre´sence de deux points de part et d’autre du point de calcul (points (i − 2, j),
(i − 1, j),(i + 1, j), (i + 2, j)). Dans le meilleur des cas, seuls les points marque´s d’une croix sur la
figure A.11 ne´cessitent donc l’utilisation d’un sche´ma aux bords dans les directions x (fig. A.11(a)) et y
(fig. A.11(b)).
La solution propose´e consiste a` de´finir des sous-domaines diffe´rents suivant que l’on calcule les
de´rive´es suivant les directions x ou y. Ces sous-domaines sont choisis de manie`re a` ce que seuls les
points marque´s d’une croix sur la figure A.11 ne´cessitent l’utilisation d’un sche´ma aux bords. Les sous-
domaines propose´s sont dessine´s sur la figure A.12 : deux sous-domaines pour la de´rivation suivant la
direction x et trois sous-domaines pour la de´rivation suivant la direction y. En pratique, avant le calcul
d’une de´rive´e suivant la direction x ou y, les diffe´rents points du domaine sont re´partis dans les sous-
domaines de´finis sur la figure A.12.
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BLOC 1
BLOC 2
(a)
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FIG. A.12 - De´finition des sous-domaines pour le calcul des de´rive´es suivant les directions (a) x et (b) y. Les
points marque´s d’une croix sont calcule´s avec un sche´ma aux bords, les autres sont calcule´s avec le sche´ma
inte´rieur.
A.8 De´veloppement actuel du code de calcul
Depuis octobre 2006, le de´veloppement du code de calcul est assure´ par Laia Moret dans le cadre de
sa the`se finance´e par le projet europe´en AeroTraNet (2005). Les ame´liorations apporte´es au code sont de
deux natures :
1. imple´mentation d’une nouvelle condition limite de paroi utilisant une range´e de points fantoˆmes
(Moret-Gabarro, 2008).
2. imple´mentation d’une nouvelle se´rie de cas tests et validation du code dans des configurations plus
complexes (Rona et al., 2008).
1. L’une des principales difficulte´s lorsque l’on veut simuler l’e´coulement affleurant une cavite´ est la
pre´sence de singularite´s ge´ome´triques repre´sente´es par les coins amont et aval de la cavite´. La condition
limite de paroi pre´sente´e au paragraphe A.2.5 ge´ne`re d’importantes instabilite´s nume´riques au niveau des
coins de la cavite´. Pour pallier ce proble`me, une nouvelle condition limite de paroi a e´te´ imple´mente´e.
Cette condition limite utilise une range´e de points fantoˆmes a` l’inte´rieur de la paroi. Cette range´e de
points est situe´e a` la meˆme distance de la paroi que la premie`re range´e de points a` l’inte´rieur du domaine
fluide. L’avantage de cette me´thode est de ne pas re´soudre directement l’e´coulement a` la paroi (et en
particulier au niveau des coins) mais d’imposer implicitement les conditions limites d’adhe´rence et de
paroi isotherme a` travers les valeurs attribue´es aux variables primitives au niveau des points fantoˆmes.
Ainsi pour une paroi de normale y par exemple, on choisira :
ufantoˆme = −u1
vfantoˆme = −v1
∂p
∂y paroi
= 0
ρfantoˆme =
pfantoˆme
rTparoi
.
L’indice 1 se rapporte ici a` la premie`re range´e de points a` l’inte´rieur du domaine fluide. Le gradient de
pression parie´tal est calcule´ avec un sche´ma centre´ d’ordre 2 (pfantoˆme = p1). Cette condition limite a e´te´
174
A.8 De´veloppement actuel du code de calcul
teste´e pour la simulation de la couche limite laminaire sur plaque plane de la section A.6 (Moret-Gabarro,
2008). Les re´sultats obtenus, en particulier le profil de vitesse normale, donnent une meilleure approxi-
mation de la solution analytique que la premie`re condition limite de paroi imple´mente´e.
2. Une nouvelle se´rie de cas tests, inspire´s de proble`mes types d’ae´roacoustique nume´rique
(Hardin et al., 1995; Hardin & Tam, 1996), a e´te´ mene´e en collaboration avec les membres du pro-
jet AeroTraNet (2005) de l’universite´ de Leicester (Rona et al., 2008). Ces diffe´rents cas tests incluent :
– la propagation conjointe d’une onde acoustique, d’une onde de vorticite´ et d’une onde d’entropie
en pre´sence d’un e´coulement uniforme ;
– la re´flexion d’une onde acoustique sur une paroi en pre´sence d’un e´coulement uniforme ;
– la re´flexion d’une onde acoustique (en l’absence d’e´coulement) sur le coin forme´ par deux
frontie`res adjacentes du domaine de calcul.
Pour ces trois configurations, il est possible de calculer une solution analytique. Dans les trois cas,
la condition limite de paroi avec points fantoˆmes associe´e indiffe´remment aux conditions limites ca-
racte´ristiques de Giles (1990) ou aux conditions de radiation de Tam & Webb (1993); Tam & Dong
(1996) fournit des re´sultats en excellent accord avec la solution analytique.
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Annexe B
Equations adjointes des e´quations de
Navier-Stokes pour l’e´coulement
instationnaire d’un fluide visqueux
compressible
Nous pre´sentons ici les e´quations adjointes des e´quations de Navier-Stokes e´tablies pour l’e´coulement
instationnaire d’un fluide visqueux compressible. Les e´quations de Navier-Stokes sont appele´es
e´quations directes par opposition aux e´quations adjointes. Comme dans la the`se de Spagnoli (2006),
l’approche utilise´e est l’approche adjointe continue. Elle consiste a` rechercher les e´quations adjointes du
proble`me direct continu et non apre`s discre´tisation. Les deux jeux d’e´quations sont ensuite discre´tise´s
pour la re´solution nume´rique. A notre connaissance, seuls Cervin˜o et al. (2002), Wei & Freund (2006) et
Spagnoli (2006) ont utilise´ l’approche adjointe continue pour un e´coulement compressible, pour l’e´tude
d’un jet bidimensionnel dans le premier cas et d’une couche de me´lange bidimensionnelle dans les deux
autres.
Les e´quations directes re´solues nume´riquement sont celles pre´sente´es dans la section A.2.1. Elles
sont e´crites en fonction des variables conservatives [ρ, ρu, ρv, ρe]. Cependant, les e´quations adjointes
de´rive´es ici sont obtenues a` partir des e´quations de Navier-Stokes e´crites pour les variables [ρ, ρu, ρv, p].
Ce choix de variables est e´galement celui de Cervin˜o et al. (2002) et Spagnoli (2006). Wei & Freund
(2006) utilisent les variables [ρ, u, v, p] mais cela complique beaucoup les e´quations adjointes associe´es.
Notre choix de variables a deux inte´reˆts. D’une part, l’expression des e´quations adjointes est plus simple
que lorsque l’e´quation de bilan de l’e´nergie est e´crite en fonction de ρe. D’autre part, la pression in-
tervient directement dans le proble`me adjoint. Il s’agit d’une variable essentielle pour l’acoustique de
l’e´coulement qui sera ainsi plus facile a` e´tudier et a` controˆler.
Dans les travaux de Cervin˜o et al. (2002) et Spagnoli (2006), l’obtention des e´quations adjointes est
simplifie´e par plusieurs approximations :
– les termes de dissipation visqueuse sont ne´glige´s dans l’e´quation de l’e´nergie ;
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– les variations de viscosite´ sont ne´glige´es.
Cervin˜o et al. (2002) justifient ces hypothe`ses par le fait qu’a` la fois les variations temporelles et spatiales
de viscosite´ et la dissipation visqueuse dans l’e´quation de l’e´nergie interviennent dans la dynamique de
l’e´coulement uniquement aux petites e´chelles. Elles sont suppose´es sans influence sur les me´canismes
de production sonore.
Afin de ve´rifier leur validite´, nous avons e´tabli les e´quations adjointes en supprimant ces hypothe`ses.
Remarquons que la seule difficulte´ supple´mentaire lorsque l’on supprime les hypothe`ses est l’obtention
« a` la main » des e´quations adjointes, la re´solution nume´rique n’est pas plus complique´e.
Les e´quations adjointes ne sont en re´alite´ pas directement associe´es aux e´quations de Navier-Stokes.
Elles repre´sentent un ope´rateur line´aire qui est associe´ aux e´quations de Navier-Stokes e´crites pour des
perturbations [δρ, δρu, δρv, δp] et line´arise´es autour de l’e´tat de re´fe´rence [ρ, ρu, ρv, p].
B.1 Equations de Navier-Stokes directes
On pose q = [ρ,mx,my, p]T . Les quantite´s ρ, p et (mx, my) repre´sentent respectivement la masse
volumique, la pression et les composantes de la quantite´ de mouvement de´finies parmx = ρu etmy = ρv
ou` u et v sont les composantes de la vitesse.
Les e´quations de Navier-Stokes pour l’e´coulement instationnaire bidimensionnel d’un fluide visqueux
newtonien compressible, conducteur de la chaleur au sens de Fourier, s’e´crivent :
N (q) = 0,
avec
N (q) =


∂ρ
∂t
+
∂mi
∂xi
∂mx
∂t
+
∂
∂x
(
m2x
ρ
) +
∂
∂y
(
mxmy
ρ
) +
∂p
∂x
−
(
4
3
∂
∂x
(µ
∂u
∂x
) +
∂
∂y
(µ
∂v
∂x
+ µ
∂u
∂y
)− 2
3
∂
∂x
(µ
∂v
∂y
)
)
∂my
∂t
+
∂
∂x
(
mxmy
ρ
) +
∂
∂y
(
m2y
ρ
) +
∂p
∂y
−
(
4
3
∂
∂y
(µ
∂v
∂y
) +
∂
∂x
(µ
∂v
∂x
+ µ
∂u
∂y
)− 2
3
∂
∂y
(µ
∂u
∂x
)
)
∂p
∂t
+
∂
∂xi
(
pmi
ρ
) + (γ − 1) p ∂
∂xi
(
mi
ρ
)− ∂
∂xi
(ujτij − qi)
et τij = µ
(
∂ui
∂xj
+
∂uj
∂xi
− 2
3
δij
∂uk
∂xk
)
, qi = −(γ − 1)µcp
Pr
∂T
∂xi
= −µγ
Pr
∂
∂xi
(
p
ρ
), i = 1, 2, j = 1, 2.
La re´pe´tition d’indice indique la sommation de cet indice (convention d’Einstein). T est la tempe´rature
du fluide, µ sa viscosite´ dynamique, γ le rapport des chaleurs spe´cifiques, cp la chaleur spe´cifique a`
pression constante et Pr le nombre de Prandtl.
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Le fluide ve´rifie l’e´quation d’e´tat des gaz parfaits (avec r la constante des gaz parfaits) :
p = rρT.
Ces e´quations sont line´arise´es autour du vecteur d’e´tat q et s’e´crivent alors sous la forme (non de´taille´e) :
N ′(q) δq = 0,
ou` δq = [δρ, δmx, δmy, δp] est un vecteur perturbation de l’e´tat de base.
B.2 Equations adjointes et termes de bords
On introduit un produit scalaire qui s’applique sur l’espace des fonctions q(x, y, t) avec x ∈ [x1, x2],
y ∈ [y1, y2] et t ∈ [0, tf ] :
< q, q∗ > =
∫
t
∫
x
∫
y
qT q∗ dt dΩ.
Par inte´gration par partie, on obtient :
< q∗, N ′(q) δq > = < N ∗(q) q∗, δq > + T.B. (B.1)
ou` q∗ = [ρ∗, m∗x, m∗y, p∗]T est le vecteur adjoint associe´ a` q et N ∗(q) q∗ repre´sente les e´quations ad-
jointes associe´es aux e´quations de Navier-Stokes. Les e´quations adjointes sont obtenues apre`s inte´gration
par partie du terme < q∗, N ′(q) δq > afin d’isoler le terme δq. Ces inte´grations par partie font apparaıˆtre
des termes de bords, note´s T.B. dans l’e´quation pre´ce´dente, qui de´pendent des valeurs des champs aux
bornes du domaine. Ces termes de bords doivent eˆtre annule´s pour que la relation B.1 soit inte´ressante
dans notre cas.
B.2.1 Equations adjointes N ∗(q) q∗ = 0
L’expression des e´quations adjointes est de´taille´e ci-apre`s. Par rapport aux e´quations obtenues par
Spagnoli (2006), tous les termes faisant intervenir la viscosite´ µ sont modifie´s car la viscosite´ n’est plus
suppose´e constante. De nouveaux termes, associe´s au terme de dissipation visqueuse de l’e´quation de
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l’e´nergie, apparaissent :
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2
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∂
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∂x
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∂ρ∗
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∂ρ∗
∂x
))
)
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− ∂p
∗
∂t
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p
ρ
(
u
∂ρ∗
∂x
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)
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∂x
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ρ
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∂x
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∂x
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(µ
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∂y
) +
∂
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(µ
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+
p
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∂
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(
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Pr
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v
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∂
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∂x
) +
∂
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ρ
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∂
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∗
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4
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∂
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∗
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)
= 0
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B.2 Equations adjointes et termes de bords
B.2.2 Termes de bord T.B.
L’expression des termes de bord est la suivante :
T.B. =
∫ x2
x1
∫ y2
y1
[
p∗ δρ + m∗x δmx + m
∗
y δmy + ρ
∗δp
]tf
0
dx dy
+
∫ x2
x1
∫ tf
0
[
(p∗ + um∗x + γp
ρ∗
ρ
) δmy + vm
∗
xδmx + (vρ
∗ +m∗y) δp − (uvm∗x + γpv
ρ∗
ρ
) δρ
+µ
(
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4
3
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3
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)
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)
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4
3
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)
)
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(
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∂x
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∂y
)
) )
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δv
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4
3
v
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3
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∂ρ∗
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)
+ δu
(
u
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∂x
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∂ρ∗
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)
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(
4
3
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3
∂u
∂x
+
∂u
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+
∂v
∂x
)
− v ρ∗
(
4
3
δ(
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∂y
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3
δ(
∂u
∂x
) + δ(
∂v
∂x
) + δ(
∂u
∂y
)
) )
+
γµ
Pr
r
(
ρ∗δ(
∂T
∂y
)− δT ∂ρ
∗
∂y
)]y2
y1
dx dt
+
∫ y2
y1
∫ tf
0
[
(p∗ + vm∗y + γp
ρ∗
ρ
) δmx + um
∗
yδmy + (uρ
∗ +m∗x) δp − (uvm∗y + γpu
ρ∗
ρ
) δρ
+µ
(
δu
(
4
3
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∂x
− 2
3
∂m∗y
∂y
)
+ δv
(
∂m∗x
∂y
+
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∂x
)
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(
4
3
δ(
∂u
∂x
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3
δ(
∂v
∂y
)
)
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(
δ(
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∂x
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∂y
)
) )
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(
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4
3
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∂x
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4
3
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∂x
− 2
3
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+
∂u
∂y
+
∂v
∂x
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−u ρ∗
(
4
3
δ(
∂u
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3
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∂v
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+
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(
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)− δT ∂ρ
∗
∂x
)]x2
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dy dt
B.2.3 Note
Le code de calcul permettant de re´soudre les e´quations adjointes e´crites pre´ce´demment est en cours
d’e´criture.
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Linear stability analysis of incompressible flows between curved compliant walls
ABSTRACT : A compliant wall is a wall that is flexible enough to be deformed by the stress created
by a flow. It is now proven that the stability of a flow over a compliant wall can be considerably modified
compared with the rigid-wall case. In particular, the destabilization of Tollmien-Schlichting waves, res-
ponsible for the transition to turbulence when the flow is only weakly perturbed, can be delayed. In this
study, the linear stability of two flow configurations containing curved compliant walls, a curved channel
flow and a Taylor-Couette flow, has been investigated. Both flows are exposed to a centrifugal instabi-
lity mechanism which promotes the apparition of contra-rotative vortices. At the moment there are very
few studies concerning the influence of compliant walls on the centrifugal instability mechanisms. The
compliant walls are modelled as thin cylindrical shells supported by a rigid outer frame through arrays of
springs and dampers ; this is often referred to as Kramer-type coating. In addition to the numerical resolu-
tion of an eigenvalue problem, an asymptotical study of the flow stability in the curved channel has been
performed for the case of large-wavelength transverse perturbations. Results show that only very flexible
walls have an influence on the flow stability, mainly by destabilizing the large-wavelength perturbations.
The generation of four hydroelastic modes is allowed by wall compliance where these instabilities can
precede the centrifugal one. Additionally, exchanges between stable hydroelastic and centrifugal modes
have been observed.
KEYWORDS : linear stability ; fluid-structure interaction ; compliant walls ; centrifugal instability.
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RESUME :
Une paroi compliante est une paroi suffisamment flexible pour se de´former sous l’action des efforts
exerce´s par un e´coulement. Il est maintenant ave´re´ que, en pre´sence d’une paroi compliante, la stabilite´
d’un e´coulement peut eˆtre conside´rablement modifie´e par rapport au cas ou` la paroi est rigide. En
particulier, la de´stabilisation des ondes de Tollmien-Schlichting peut eˆtre retarde´e. Cette e´tude traite de
la stabilite´ line´aire de deux configurations d’e´coulements en pre´sence de parois courbes compliantes :
l’e´coulement dans un canal courbe et l’e´coulement de Taylor-Couette. Ces deux e´coulements sont
soumis a` un me´canisme d’instabilite´ centrifuge entraıˆnant l’apparition de paires de tourbillons contraro-
tatifs. Les parois compliantes sont mode´lise´es comme des coques flexibles relie´es a` une base rigide par
un ensemble de ressorts et d’amortisseurs en adaptant un mode`le classiquement utilise´ pour des parois
planes. En comple´ment de l’e´tude de stabilite´ line´aire a` travers la re´solution nume´rique d’un proble`me
aux valeurs propres, une analyse asymptotique de la stabilite´ de l’e´coulement en canal courbe est mene´e
dans la limite des perturbations transverses de grande longueur d’onde. Les re´sultats montrent que seules
des parois tre`s flexibles ont une influence sur la stabilite´ des tourbillons. Cette influence est de´stabilisante
et joue essentiellement sur les perturbations de grande longueur d’onde. La flexibilite´ des parois autorise
le de´veloppement de quatre modes hydroe´lastiques dont l’instabilite´ peut pre´ce´der l’apparition de
l’instabilite´ centrifuge. De plus, des e´changes entre les modes hydroe´lastiques et centrifuges stables sont
observe´s.
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